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Глава 1. Матрицы 

 

1.1. Матрицы, действия над ними 

Определение 1.1.1. ʄʘʪʨʠʮʝʡ ὃ  ὥ  ʨʘʟʤʝʨʘ ά ὲ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʘʷ ʪʘʙʣʠʮʘ ʯʠʩʝʣ 

ὃ ὥ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

Ȣ 

ʏʠʩʣʘ ὥ, ʥʘʟʳʚʘʝʤʳʝ ʵʣʝʤʝʥʪʘʤʠ ʤʘʪʨʠʮʳ, ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʪ ά ʩʪʨʦʢ ʠ 

ὲ ʩʪʦʣʙʮʦʚ. ɺ ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʠʠ ʵʣʝʤʝʥʪʳ ὥ  ʩʥʘʙʞʝʥʳ ʠʥʜʝʢʩʘʤʠ Ὥ ʠ Ὦ: ʧʝʨʚʳʡ 

ʠʥʜʝʢʩ Ὥ ʫʢʘʟʳʚʘʝʪ ʥʦʤʝʨ ʩʪʨʦʢʠ ʤʘʪʨʠʮʳ, ʚ ʢʦʪʦʨʦʡ ʥʘʭʦʜʠʪʩʷ ʵʣʝʤʝʥʪ 
ὥ, ʘ ʚʪʦʨʦʡ Ὦ  ʥʦʤʝʨ ʩʪʦʣʙʮʘ. 

ɽʩʣʠ ʤʘʪʨʠʮʘ ʩʦʩʪʦʠʪ ʠʟ ʦʜʥʦʡ ʩʪʨʦʢʠ, ʪʦ ʝʝ ʥʘʟʳʚʘʶʪ ʝʱʝ 

ʚʝʢʪʦʨʦʤ-ʩʪʨʦʢʦʡ, ʘ ʝʩʣʠ ʠʟ ʦʜʥʦʛʦ ʩʪʦʣʙʮʘ,  ï ʚʝʢʪʦʨʦʤ-ʩʪʦʣʙʮʦʤ. 

Например, матрица 

ὃ
ρ π ρ ς
σ ς σ π

 

имеет размер ς τ и состоит из ς-х строк и τ-х столбцов. 

Две матрицы считаются равными, если они имеют одинаковые размеры 

и равны их элементы, стоящие на одинаковых местах. 

Определим действия над матрицами. Матрицы можно ʫʤʥʦʞʘʪʴ на 

ʯʠʩʣʘ. Для того, чтобы матрицу ὃ ὥ  умножить на число , нужно 

каждый элемент ὥ  матрицы ὃ умножить на это число . Например, при 

умножении ὃ  
ρ π ρ
σ ς σ

 на χ имеем: χὃ
χ π χ
ςρ ρτςρ

. 

Матрицы одинакового размера можно ʩʢʣʘʜʳʚʘʪʴ и ʚʳʯʠʪʘʪʴ. При 

этом, если матрицы ὃ ὥ  и ὄ  ὦ  имеют одинаковый размер ά ὲ, 

то сумма ὃ ὄ ὅ ὧ  имеет тот же размер и ὧ ὥ ὦ . Таким 

образом, сложение и вычитание матриц определяется поэлементно. 

Например,  

ρ π ρ ς
σ ς σ π

σ ρ ς τ
ρ τ υ π

ς ρ σ φ
τ ς ψ π

 



7 
 

Самая сложная операция – ʫʤʥʦʞʝʥʠʝ ʤʘʪʨʠʮ. Заметим, что 

умножение матриц – очень важная операция, в линейных пространствах она 

соответствует умножению линейных преобразований, задаваемых 

матрицами. 

Определение 1.1.2. ʇʫʩʪʴ ὃ ὥ  ʤʘʪʨʠʮʘ ʨʘʟʤʝʨʘ ά ὲ, 

ὄ  ὦ   ï ʤʘʪʨʠʮʘ ʨʘʟʤʝʨʘ ὲ Ὧ, ʪʦ ʝʩʪʴ, ʯʠʩʣʦ ʩʪʦʣʙʮʦʚ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ 

ʨʘʚʥʦ ʯʠʩʣʫ ʩʪʨʦʢ ʤʘʪʨʠʮʳ ὄ. ʇʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʤ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʥʘ ʤʘʪʨʠʮʫ ὄ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʤʘʪʨʠʮʘ ὅ ὃϽὄ ὧ  ʨʘʟʤʝʨʘ ά Ὧ, ʵʣʝʤʝʥʪʳ ʢʦʪʦʨʦʡ 

ʥʘʭʦʜʷʪʩʷ ʧʦ ʩʣʝʜʫʶʱʝʤʫ ʧʨʘʚʠʣʫ: ʵʣʝʤʝʥʪ ὧ  ʤʘʪʨʠʮʳ ὅ ʨʘʚʝʥ ʩʫʤʤʝ 

ʧʦʧʘʨʥʳʭ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʡ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ Ὥ-ʡ ʩʪʨʦʢʠ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʥʘ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪ-

ʚʫʶʱʠʝ ʵʣʝʤʝʥʪʳ Ὦ-ʛʦ ʩʪʦʣʙʮʘ ʤʘʪʨʠʮʳ ὄ, ʪʦ ʝʩʪʴ, 

ὧ ὥὦ ὥὦ Ễ ὥ ὦ . 

Например,  

ὃϽὄ 
σ π ς
υ ς σ

Ͻ
σ ρ
ρ τ
ς υ

 

σϽσ πϽ ρ ςϽς σϽρ πϽτ ςϽυ
υϽσ ςϽ ρ σϽς υϽρ ςϽτ σϽυ

ρσρσ
χ ς

 

Прежде чем перейти к свойствам операций над матрицами, поясним 

терминологию, принятую в высшей математике. ʂʦʤʤʫʪʘʪʠʚʥʦʩʪʴ – это 

ʧʝʨʝʤʝʩʪʠʪʝʣʴʥʳʡ закон, ʘʩʩʦʮʠʘʪʠʚʥʦʩʪʴ – ʩʦʯʝʪʘʪʝʣʴʥʳʡ закон и 

ʜʠʩʪʨʠʙʫʪʠʚʥʦʩʪʴ – ʨʘʩʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴʥʳʡ закон.  

Умножение матриц в общем случае не кʦʤʤʫʪʘʪʠʚʥʦ, например,  

ὃ
ρ ρ
ρ ρ

ȟὄ
ρ ρ
ρ ρ

ȟὃὄ
π π
π π

ȟὄὃ
ς ς
ς ς

  

Легко проверить, что для любых матриц ὃ, ὄ и чисел ȟ выполняются 

равенства 

̱ ˏ ˍˏ ˍ ,ˏ ̱ ̱ Ƞ (1) 

ˍ ˏ ̱ ˏ ,  ˍ  ̱ ̱ . (2) 

Теорема 1.1.3. ʉʣʦʞʝʥʠʝ ʤʘʪʨʠʮ ʢʦʤʤʫʪʘʪʠʚʥʦ ʠ ʘʩʩʦʮʠʘʪʠʚʥʦ, ʪʦ 

ʝʩʪʴ, ὃ ὄ ὄ ὃ ʠ ὃ ὄ ὅ ὃ ὄ ὅ  ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʤʘʪʨʠʮ ὃȟὄȟὅ 

ʦʜʠʥʘʢʦʚʦʛʦ ʨʘʟʤʝʨʘ. 
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Доказательство. Так как сложение матриц определяется поэлементно, 

то утверждения теоремы есть следствия коммутативности и ассоциативности 

сложения чисел. Теорема доказана. 

Следующая теорема доказывается непосредственной проверкой. 

Теорема 1.1.4. ʫʤʥʦʞʝʥʠʝ ʤʘʪʨʠʮ ʘʩʩʦʮʠʘʪʠʚʥʦ. ʇʨʠ ʵʪʦʤ, ʝʩʣʠ 

ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʷ ὃὄ ʠ ὃὄὅ ʤʘʪʨʠʮ ὃȟὄ ʠ ὅ ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʳ, ʪʦ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʷ ὄὅ ʠ 

ὃὄὅ ʪʘʢʞʝ ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʳ ʠ ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʨʘʚʝʥʩʪʚʦ ὃὄὅ  ὃὄὅ. 

ʋʤʥʦʞʝʥʠʝ ʤʘʪʨʠʮ ʜʠʩʪʨʠʙʫʪʠʚʥʦ ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦ ʠʭ ʩʣʦʞʝʥʠʷ, ʪʦ 

ʝʩʪʴ, ὃὄ ὅ ὃὄ ὃὅ ʠ ὃ ὄὅ  ὃὅ ὄὅ. 

Определим еще одну операцию  –  транспонирование матриц. 

Определение 1.1.5. ʊʨʘʥʩʧʦʥʠʨʦʚʘʪʴ ʤʘʪʨʠʮʫ ὃ ὥ  ʨʘʟʤʝʨʘ 

ά ὲ ʦʟʥʘʯʘʝʪ ʧʦʤʝʥʷʪʴ ʤʝʩʪʘʤʠ ʩʪʨʦʢʠ ʠ ʩʪʦʣʙʮʳ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ. ʧʨʠ ʵʪʦʤ 

ʤʳ ʧʦʣʫʯʠʤ ʪʨʘʥʩʧʦʥʠʨʦʚʘʥʥʫʶ ʤʘʪʨʠʮʫ ὃ  ʨʘʟʤʝʨʘ ὲ ά: 

ὃ ὥ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

ȟ ὃ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

 

Теорема 1.1.6. ɽʩʣʠ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ ὃὄ ʤʘʪʨʠʮ ὃ ʠ ὄ ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʥʦ, ʪʦ 

ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʦ ʨʘʚʝʥʩʪʚʦ ὃὄ  ὄὃ . 

Доказательство. Элемент матрицы ὅ ὃὄ , стоящий на пересече-

нии Ὥ-ʡ строки и Ὦ-ʛʦ столбца, Ὠ  ὥὦ ὥὦ Ễ ὥ ὦ . С другой 

стороны, Ὥ-я строка матрицы ὄ  состоит из элементов ὦȟὦȟȣȟὦ , ʘ Ὦ-й 

столбец матрицы ὃ - из элементов ὥ ȟὥȟȣȟὥ . Следовательно, элемент, 

стоящий на пересечении Ὥ-й строки и Ὦ-го столбца матрицы ὄὃ , равен 

ὦὥ ὦὥ Ễ ὦὥ  ʠ совпадает с элементом Ὠ . Теорема доказана. 

 

1.2. Обратная матрица, матричные уравнения 

Определение 1.2.1. Матрица ὃ ὥ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ 

ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ, ʝʩʣʠ ʯʠʩʣʦ ʩʪʨʦʢ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʨʘʚʥʦ ʝʝ ʯʠʩʣʫ ʩʪʦʣʙʮʦʚ ʠ ʨʘʚʥʦ ὲ. 

ʕʣʝʤʝʥʪʳ ὥ ȟὥ ȟȣȟὥ  ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ 

ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʳʤʠ. ʆʥʠ ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʪ ʛʣʘʚʥʫʶ ʜʠʘʛʦʥʘʣʴ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ. ʄʘʪʨʠʮʘ ὃ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʦʡ, ʝʩʣʠ ʚʩʝ ʝʝ ʵʣʝʤʝʥʪʳ, ʩʪʦʷʱʠʝ ʥʝ ʥʘ ʛʣʘʚʥʦʡ 

ʜʠʘʛʦʥʘʣʠ, ʨʘʚʥʳ ʥʫʣʶ. ʉʨʝʜʠ ʚʩʝʭ ʤʘʪʨʠʮ ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ ʦʩʦʙʳʤʠ ʩʚʦʡʩʪʚʘʤʠ 

ʦʙʣʘʜʘʝʪ ʪʘʢ ʥʘʟʳʚʘʝʤʘʷ ʝʜʠʥʠʯʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ Ὁ. 
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ɸ ὥ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

Ƞ Ὁ   

ρ π Ễ π
π ρ Ễ π
Ễ Ễ Ễ Ễ
π π Ễ ρ

 

Свойство 1.2.2. Для любых матриц ὄ и ὅ, для которых  определены 

произведения Ὁὄ и ὅὉ, выполняются равенства Ὁὄ ὄ и ὅὉ ὅ. 

Свойство доказывается непосредственной проверкой. Таким образом, 

единичная матрица Ὁ при умножении ведет себя как число ρ при умножении 

чисел. Для любого числа ὥ π существует обратное число ὥ  такое, что 

ὥ ὥ ὥὥ ρ. Для некоторых квадратных матриц также существует 

обратная матрица. 

Определение 1.2.3. ʇʫʩʪʴ ὃ ï ʢʚʘʜʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ. 

ʄʘʪʨʠʮʘ ὃ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʦʙʨʘʪʥʦʡ ʢ ʤʘʪʨʠʮʝ ὃ, ʝʩʣʠ ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ 

ʨʘʚʝʥʩʪʚʦ ὃὃ ὃ ὃ Ὁ. 

Не для всякой квадратной матрицы существует обратная матрица. 

Например, очевидно, что для нулевой матрицы, все элементы которой нули, 

не существует обратной матрицы. Также легко убедиться, что если 

ὃ
ρ π
π π

ȟὄ  
ὼ ώ
ᾀ ὸ

ȟʪʦ ὃὄ
ὼ ώ
π π

ȟὄὃ  
ὼ π
ᾀ π

 

и для матрицы ὃ не существует обратной матрицы. 

Теорема 1.2.4. ʇʫʩʪʴ ʜʣʷ ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ 

ʦʙʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ ὄ ʠ ὅ ï ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʝ ʤʘʪʨʠʮʳ ʨʘʟʤʝʨʦʚ  ὲ ά ʠ Ὧ ὲ 

ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʝʥʥʦ. ʊʦʛʜʘ, ʤʘʪʨʠʯʥʳʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷ ὃὢ ὄ ʠ ὣὃ ὅ ʨʘʟʨʝʰʠʤʳ 

ʠ ʠʤʝʶʪ ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʳʝ ʨʝʰʝʥʠʷ, ʢʦʪʦʨʳʝ ʤʦʞʥʦ ʥʘʡʪʠ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʘʤ: ὢ

ὃ ὄ ʠ ὣ ὅὃ . 

Доказательство. По условиям теоремы для матрицы ὃ существует 

обратная матрица ὃ . Умножим уравнение ὃὢ ὄ на матрицу ὃ  слева. 

Пользуясь ассоциативностью умножения матриц (теорема 1.4) и свойством 

2.2 единичной матрицы, последовательно получаем: 

ὃ ὃὢ ὃ ὄ ὃ ὃὢ ὃ ὄ Ὁὢ ὃ ὄ ὢ ὃ ὄ 

Аналогично получаем 

ὣὃὃ ὅὃ ὣὃὃ ὅὃ ὣὉ ὅὃ ὣ ὅὃ , 

Теорема доказана. 
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Частным случаем матричных уравнений являются системы линейных 

алгебраических уравнений 

ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȢ

 (3) 

Действительно, данную систему уравнений можно записать в виде 

матричного уравнения ὃὢ ὄ: 

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

Ͻ

ὼ
ὼ
ể
ὼ

ὦ
ὦ
ể
ὦ

, 

где ὃ ὥ  – матрица системы (3); ὢ – столбец неизвестных и ὄ – 

столбец свободных членов. Из теоремы 1.2.4 вытекает следствие. 

Следствие 1.2.5. ɽʩʣʠ ʯʠʩʣʦ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ ʩʠʩʪʝʤʳ (3) ʨʘʚʥʦ ʯʠʩʣʫ 

ʥʝʠʟʚʝʩʪʥʳʭ ʠ ʜʣʷ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʦʙʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ, ʪʦ ʨʝʰʝʥʠʝ 

ʩʠʩʪʝʤʳ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʥʘʡʜʝʥʦ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʝ ὢ  ὃ ὄ, ʛʜʝ ὢ ï ʩʪʦʣʙʝʮ 

ʥʝʠʟʚʝʩʪʥʳʭ, ʘ ὄ ï ʩʪʦʣʙʝʮ ʩʚʦʙʦʜʥʳʭ ʯʣʝʥʦʚ ʩʠʩʪʝʤʳ. 

 

1.3. Определители 

Определение 1.3.1. ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝʤ ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ὥ  

ʧʦʨʷʜʢʘ 2 ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʯʠʩʣʦ 

ɝ ȿὃȿ  
ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ Ȣ 

Определитель ɝ (как и матрица ὃ) имеет две строки и два столбца, 

числа ὥ , ὥ , ὥ , ὥ  называются элементами определителя ɝ. 

Например,  

ς τ
σ υ

ςϽυ σϽτ ρπρς ςςȢ 

Определение 1.3.2. ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝʤ ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ὥ  3-

ʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʯʠʩʣʦ 
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ɝ

ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ

ὥ Ͻ
ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ Ͻ

ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ Ͻ

ὥ ὥ
ὥ ὥ Ȣ 

Например,  

Ў
ρ ς τ
ρ σ τ
π υ φ

ρϽ
σ τ
υ φ

ς
ρ τ
π φ

τϽ
ρ σ
π υ

  

σψςϽ φ τϽ υ σψρςςπ σπȢ 

Предположим, что мы уже знаем, как вычислять определители порядка 

ὲ ρ, и пусть нам дана квадратная матрица порядка ὲ: 

ὃ ὥ  

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ 
ὥ ὥ Ễ ὥ

 

Определение 1.3.3. ʄʠʥʦʨʦʤ ὓ  ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ ρ, ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʝʤʫ 

ʵʣʝʤʝʥʪʫ ὥ  ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ, ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʤʘʪʨʠʮʳ ὲ ρ -ʛʦ 

ʧʦʨʷʜʢʘ, ʧʦʣʫʯʝʥʥʦʡ ʠʟ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʚʳʯʝʨʢʠʚʘʥʠʝʤ Ὥ-ʡ ʩʪʨʦʢʠ ʠ Ὦ-ʛʦ ʩʪʦʣʙʮʘ. 
ʏʠʩʣʦ ὃ ρ ὓ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʘʣʛʝʙʨʘʠʯʝʩʢʠʤ ʜʦʧʦʣʥʝʥʠʝʤ ʵʣʝʤʝʥʪʘ 

ὥ  ʚ ὃ. 

Например, для матрицы ὃ из определения 1.3.2 

ὓ
ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ὥ ȟ  ὓ

ὥ ὥ
ὥ ὥ ὥ ὥ

ὥ ὥ ȟ а ὃ ρ ˙ ˙ ȟὃ ρ  ̇ ˙ Ȣ 

Для любой матрицы ὃ  числа ὃ  и ὓ  либо совпадают, либо 

отличаются знаком согласно схеме  

Ễ
Ễ
Ễ 

Ễ Ễ Ễ Ễ

Ȣ (4) 

Определение 1.3.4. ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝʤ ῳ ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ  

ὃ ὥ  ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʯʠʩʣʦ 

Ў ȿɸȿ ὥ ὃ ὥ ὃ Ễ ὥ ὃ ὥ ὃ Ȣ (5) 
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ʌʦʨʤʫʣʘ (5) ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʪʘʢʞʝ ʨʘʟʣʦʞʝʥʠʝʤ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ȿὃȿ ʧʦ 

ʧʝʨʚʦʡ ʩʪʨʦʢʝ. 

Таким образом, по определению 1.3.4 определитель 4-го порядка 

сводится к определителям 3-го порядка, которые мы уже умеем вычислять, 

определитель 5-го порядка сводится к определителям 4-го порядка и т.д. 

Например,  

π τ ρ π
ρ

ς
π ς π

π σ ς ρ
ς π ρ ς

τϽ

ρ

ς
ς π

π ς ρ
ς ρ ς

ρϽ

ρ

ς
π π

π σ ρ
ς π ς

 

ςϽ
ς ρ
ρ ς

ψϽ
π ρ
ς ς

ρ

ς
Ͻ
σ ρ
π ς

φ ρφσ ρσȢ 

 

1.4. Свойства определителей 

Приведем основные свойства определителей с поясняющими 

комментариями. Для формулировки первого свойства нам понадобится 

функция ÓÉÇÎὼ равная ρ при ὼ π, π при ὼ π и 1 при ὼ π. 

Свойство 1.4.1. Определитель ɝ  квадратной матрицы ὃ ὥ  

ʧʦʨʷʜʢʘ ὲ ʨʘʚʝʥ ʩʫʤʤʝ ʚʩʝʭ ὲȦ ρϽςϽȣϽὲ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʡ ʚʠʜʘ ὥ ὥ ȣὥ  

ʧʦ ὲ ʩʦʤʥʦʞʠʪʝʣʝʡ ὥ  ʚʟʷʪʳʭ ʪʦʯʥʦ ʧʦ ʦʜʥʦʤʫ ʠʟ ʢʘʞʜʦʡ ʩʪʨʦʢʠ ʠ 

ʢʘʞʜʦʛʦ ʩʪʦʣʙʮʘ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ: 

ɝ ȿὃȿ ÓÉÎὫ Ὥ Ὥ Ͻὥ ὥ ȣὥ  

ȟȟȣ

ȟ (6) 

ʛʜʝ ʩʫʤʤʠʨʦʚʘʥʠʝ ʚʝʜʝʪʩʷ ʧʦ ʚʩʝʤ ʫʧʦʨʷʜʦʯʝʥʥʳʤ ʥʘʙʦʨʘʤ ὭȟὭȟȣȟὭ , 

ʪʘʢʠʤ, ʯʪʦ ὭȟὭȟȣȟὭ ρȟςȟȣȟὲȟ ʘ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ ʧʦ ʚʩʝ ʧʘʨʘʤ ὯȟὮ 

ʯʠʩʝʣ ὯȟὮ ɴ ρȟςȟȣȟὲ, ʜʣʷ ʢʦʪʦʨʳʭ Ὦ Ὧ. 

Для ὲ ςȟσ свойство 1.4.1 проверяется непосредственно, а для ὲ σ 

доказывается методом математической индукции. Отметим, что в 

математической литературе по алгебре часто именно формула (6), а не (5), 

берется за основу определения определителя. 
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Свойство 1.4.2. ɽʩʣʠ ʚ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝ ʧʦʤʝʥʷʪʴ ʩʪʨʦʢʠ ʠ ʩʪʦʣʙʮʳ 

ʤʝʩʪʘʤʠ, ʪ.ʝ. ʪʨʘʥʩʧʦʥʠʨʦʚʘʪʴ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ, ʪʦ ʝʛʦ ʚʝʣʠʯʠʥʘ ʥʝ 

ʠʟʤʝʥʷʝʪʩʷ: 

ȿὃȿ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

 ȿὃȿ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

. 

Свойство 1.4.2 достаточно легко вытекает из свойства 1.4.1. Оба 

определителя ȿὃȿ и ȿὃȿ есть сумма одних и тех же произведений, взятых с 

соответствующим знаком. Более детальный анализ показывает, что и знаки, с 

которыми входят одинаковые произведения в ȿὃȿ и ȿὃȿ, совпадают. 

Из 1.4.2 вытекает, что если некоторое общее свойство справедливо для 

строк определителя, то оно справедливо и для его столбцов. 

Свойство 1.4.3. ɽʩʣʠ ʚʩʝ ʵʣʝʤʝʥʪʳ ʢʘʢʦʡ-ʣʠʙʦ ʩʪʨʦʢʠ (ʩʪʦʣʙʮʘ) 

ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʨʘʚʥʳ ʥʫʣʶ, ʪʦ ʠ ʩʘʤ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʨʘʚʝʥ ʥʫʣʶ. 

Доказательство. В этом случае каждое слагаемое формулы (6) равно 0 

и свойство доказано. 

Свойство 1.4.4. ʆʙʱʠʡ ʤʥʦʞʠʪʝʣʴ ʚʩʝʭ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ʢʘʢʦʡ-ʣʠʙʦ ʩʪʨʦʢʠ 

(ʩʪʦʣʙʮʘ) ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʤʦʞʥʦ ʚʳʥʦʩʠʪʴ ʟʘ ʟʥʘʢ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ. 

Доказательство. Действительно, этот множитель будет 

присутствовать в каждом слагаемом формулы (6) и его можно вынести за 

знак суммы. 

Свойство 1.4.5. ɼʣʷ ʣʶʙʦʡ ʩʪʨʦʢʠ (ʩʪʦʣʙʮʘ) ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ 

ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʦ ʩʣʝʜʫʶʱʝʝ ʩʚʦʡʩʪʚʦ ʘʜʜʠʪʠʚʥʦʩʪʠ: 

ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ

ὦ ὧ ὦ ὧ Ễ ὦ ὧ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

 

ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ
ὦ Ễ ὦ
Ễ Ễ Ễ
ὥ Ễ ὥ

ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ
ὧ Ễ ὧ
Ễ Ễ Ễ
ὥ Ễ ὥ

 

Доказательство. Свойство непосредственно вытекает из формулы (6) 

и очевидного равенства 

ὥ Ͻȣ ὦ ὧ Ͻȣὥ ὥ Ͻȣὦ Ͻȣὥ ὥ Ͻȣὧ Ͻȣὥ . 

Свойство 1.4.6. ʇʨʠ ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʝ ʜʚʫʭ ʩʪʨʦʢ (ʩʪʦʣʙʮʦʚ) 

ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʤʝʥʷʝʪ ʟʥʘʢ. 
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Доказательство. У каждого слагаемого формулы (6) после 

перестановки двух строк изменяется знак. 

Свойство 1.4.7. ɽʩʣʠ ʚ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝ ʜʚʝ ʩʪʨʦʢʠ (ʜʚʘ ʩʪʦʣʙʮʘ) ʨʘʚʥʳ 

ʤʝʞʜʫ ʩʦʙʦʡ, ʪʦ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʨʘʚʝʥ ʥʫʣʶ. 

Доказательство. Если равные строки переставить местами, то 

определитель ɝ не изменится, а по свойству 1.4.6 он должен изменить знак. 

Отсюда ɝ ɝ и ɝ π. 

Свойство 1.4.8. ɽʩʣʠ ʠʟ ʦʜʥʦʡ ʩʪʨʦʢʠ (ʦʜʥʦʛʦ ʩʪʦʣʙʮʘ) ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ 

ʚʳʯʝʩʪʴ ʜʨʫʛʫʶ ʩʪʨʦʢʫ (ʜʨʫʛʦʡ ʩʪʦʣʙʝʮ) ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ, ʫʤʥʦʞʝʥʥʫʶ ʥʘ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʝ ʯʠʩʣʦ, ʪʦ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʥʝ ʠʟʤʝʥʠʪʩʷ. 

Доказательство. Свойство вытекает из свойств 1.4.4, 1.4.5 и 1.4.7. 

Свойство 1.4.9. ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʨʘʚʝʥ ʩʫʤʤʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʡ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ 

ʢʘʢʦʡ-ʣʠʙʦ ʩʪʨʦʢʠ (ʩʪʦʣʙʮʘ) ʥʘ ʠʭ ʘʣʛʝʙʨʘʠʯʝʩʢʠʝ ʜʦʧʦʣʥʝʥʠʷ: 

ɝ ὥὃ ὥὃ Ễ ὥ ὃ ὥὃȟ (7) 

ɝ ὥ ὃ ὥ ὃ Ễ ὥ ὃ ὥὃ  (8) 

ʌʦʨʤʫʣʘ (7) ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʨʘʟʣʦʞʝʥʠʝʤ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʧʦ Ὥ-ʡ ʩʪʨʦʢʝ, ʘ 

ʬʦʨʤʫʣʘ (8) ï ʨʘʟʣʦʞʝʥʠʝʤ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʧʦ Ὦ-ʤʫ ʩʪʦʣʙʮʫ. 

Свойство так же доказывается с использованием формулы (6). Оно 

показывает, что все строки и столбцы определителя в некотором смысле 

равноправны (сравните формулы (5), (6), (7) и (8)). 

Свойство 1.4.10. ʉʫʤʤʘ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʡ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ʢʘʢʦʡ ʣʠʙʦ ʩʪʨʦʢʠ 

(ʩʪʦʣʙʮʘ) ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʥʘ ʘʣʛʝʙʨʘʠʯʝʩʢʠʝ ʜʦʧʦʣʥʝʥʠʷ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʭ 

ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ʜʨʫʛʦʡ ʩʪʨʦʢʠ (ʩʪʦʣʙʮʘ) ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʨʘʚʥʘ ʥʫʣʶ, ʪ.ʝ. 

ὥὃ ὥὃ Ễ ὥ ὃ ὥὃ π (9) 

ὥ ὃ ὥ ὃ Ễ ὥ ὃ ὥὃ πȢ (10) 
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Доказательство. Из свойства 1.4.9 следует, что формула (9) (формула 

(10)) является разложением определителя с двумя равными строками 

(столбцами), который равен нулю по свойству 1.4.7. 

Наконец, приведем одно из самых важнейших свойств определителей. 

Свойство 1.4.11. ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʷ ʜʚʫʭ ʢʚʘʜʨʘʪʥʳʭ ʤʘʪʨʠʮ 

ʨʘʚʝʥ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʶ ʠʭ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝʡ, ʪ.ʝ. ȿɸɺȿ ȿɸȿϽȿɺȿ. 

 

1.5. Вычисление определителей приведением к 

треугольному виду 

Определение 1.5.1. ʅʘʧʦʤʥʠʤ, ʯʪʦ ʵʣʝʤʝʥʪʳ ὥ , ὥ , é, ὥ  

ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ɸ=ὥ  ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʳʤʠ ʠ ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʪ ʝʝ 

ʛʣʘʚʥʫʶ ʜʠʘʛʦʥʘʣʴ. ʂʚʘʜʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʪʨʝʫʛʦʣʴʥʦʡ, ʝʩʣʠ ʚʩʝ 

ʝʝ ʵʣʝʤʝʥʪʳ, ʩʪʦʷʱʠʝ ʥʠʞʝ ʛʣʘʚʥʦʡ ʜʠʘʛʦʥʘʣʠ (ʠʣʠ ʚʳʰʝ ʛʣʘʚʥʦʡ 

ʜʠʘʛʦʥʘʣʠ), ʨʘʚʥʳʝ ʥʫʣʶ. 

Лемма 1.5.2. ʆʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʪʨʝʫʛʦʣʴʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʨʘʚʝʥ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝ-

ʥʠʶ ʝʝ ʜʠʘʛʦʥʘʣʴʥʳʭ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ, ʪ.ʝ. 

ὃ

ὥ ὥ ὥ Ễ ὥ
π ὥ ὥ Ễ ὥ
π π ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ
π π π Ễ ὥ

ὥ ὥ ὥ ȣὥ . 

Доказательство. Доказательство леммы ведем индукцией по ὲ: 

а) непосредственной проверкой получаем, что для ὲ ςформула 

справедлива: 

ὥ ὥ
π ὥ ὥ ὥ Ƞ 

б) предположим, что формула верна для треугольных матриц порядка 

ὲ ρ (индуктивное предложение). Покажем, что тогда она верна и для 

матриц порядка ὲ. Разлагая определитель ȿὃȿ по первому столбцу (формула 

(8)), получаем равенство 

ȿὃȿ  ὥ

ὥ ὥ Ễ ὥ
π ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
π π Ễ ὥ

. 
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По индуктивному предположению полученный определитель порядка 

ὲ ρ равен ὥ ὥ ȣὥ  и, следовательно, ȿὃȿ ὥ ὥ ὥ ȣὥ ; 

в) из а) и б) следует, что доказываемая формула верна для всех ὲ, и 

лемма доказана. 

 Определители приводят к диагональному виду при помощи 

элементарных преобразований строк (столбцов), основанных на свойствах 

определителей 1.4.4, 1.4.6, 1.4.8. 

Определение 1.5.3. ʕʣʝʤʝʥʪʘʨʥʳʝ ʧʨʝʦʙʨʘʟʦʚʘʥʠʷ ʩʪʨʦʢ: 

1)  ɺʳʥʝʩʝʥʠʝ ʦʙʱʝʛʦ ʤʥʦʞʠʪʝʣʷ ʩʪʨʦʢʠ ʟʘ ʟʥʘʢ 

ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ (ʧʦ ʩʚʦʡʩʪʚʫ 1.4.4); 

2) ʇʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʘ ʜʚʫʭ ʩʪʨʦʢ (ʧʦ ʩʚʦʡʩʪʚʫ 1.4.6 ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ 

ʤʝʥʷʝʪ ʟʥʘʢ); 

3) ɺʳʯʠʪʘʥʠʝ ʠʟ ʦʜʥʦʡ ʩʪʨʦʢʠ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ʜʨʫʛʦʡ ʩʪʨʦʢʠ, 

ʫʤʥʦʞʝʥʥʦʡ ʥʘ ʯʠʩʣʦ Ὧ π(ʧʦ ʩʚʦʡʩʪʚʫ 1.4.8 ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʥʝ 

ʤʝʥʷʝʪʩʷ). 

Пример. ɺʳʯʠʩʣʠʪʴ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ 

ȿὃȿ

ρ ς σ π
ρ ς τ ς
π ς σ ς
ς χ φ π

. 

Решение. Вычтем из 2-й строки первую, а из 4-й – первую, 

умноженную на 2. Затем вынесем множитель 3 из 4-й строки за знак 

определителя и переставим 2-ю и 4-ю строки. Получим: 

ȿὃȿ

ρ ς σ π
π π ρ ς
π ς σ ς
π σ π π

σẗ

ρ ς σ π
π ρ π π
π ς σ ς
π π ρ ς

. 

Далее, вычтем из 3-й строки 2-ю, умноженную на 2, и в полученному 

определителе вычтем из 4-й строки 3-ю, умноженную на : 

ȿὃȿ σϽ

ρ ς σ π
π ρ π π
π π σ ς
π π ρ ς

σϽ

ρ ς σ π
π ρ π π
π π σ ς

π π π

. 
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По лемме 1.5.2 ȿὃȿ σϽσϽ ρς. 

 

1.6. Нахождение обратных матриц, решение матричных 

уравнений 

Определение 1.6.1. ʂʚʘʜʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ ὃ, ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʢʦʪʦʨʦʡ 

ʦʪʣʠʯʝʥ ʦʪ ʥʫʣʷ, ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʝʚʳʨʦʞʜʝʥʥʦʡ. 

Теорема 1.6.2. ɼʣʷ ʢʚʘʜʨʘʪʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ 

ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʦʙʨʘʪʥʘʷ ʤʘʪʨʠʮʘ, ʢʦʛʜʘ ʦʥʘ ʥʝʚʳʨʦʞʜʝʥʘ. ʄʘʪʨʠʮʘ 

ὃ ȟ ʦʙʨʘʪʥʘʷ ʜʣʷ ʥʝʚʳʨʦʞʜʝʥʥʦʡ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ, ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʥʘʡʜʝʥʘ ʧʦ 

ʬʦʨʤʫʣʝ 

ɸ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

ρ

ȿὃȿ
Ͻ

ὃ ὃ Ễ ὃ
ὃ ὃ Ễ ὃ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὃ ὃ Ễ ὃ

ȟ 

 

(11) 

ʛʜʝ ὃ  ʘʣʛʝʙʨʘʠʯʝʩʢʦʝ ʜʦʧʦʣʥʝʥʠʝ ʢ ʵʣʝʤʝʥʪʫ ὥ  (ʩʤ. ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʠʝ 

1.3.3). 

Доказательство. Пусть для матрицы, ὃ существует обратная матрица 

ὃ . Так как определитель единичной матрицы Ὁ ὃϽὃ , очевидно, равен 

1, то из свойства 1.4.11 следует, что определитель матрицы ὃ отличен от 0, 

более того, ȿὃ ȿ
ȿȿ

. 

Пусть теперь ȿὃȿ π. Непосредственно перемножив матрицы из 

приведенный в теореме формулы (11) и воспользовавшись формулами (7), (9) 

из свойств 1.4.9, 1.4.10, мы получим единичную матрицу. Теорема доказана. 

Пример.  ʈʝʰʠʪʴ ʤʘʪʨʠʯʥʳʤ ʤʝʪʦʜʦʤ ʩʠʩʪʝʤʫ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ 

ςὼ σώ ᾀ υȟ
σὼ ώ ςᾀ χȟ
ὼ ώ ᾀ φȢ

 

Решение. По условиям примера решение нужно найти, используя 

теорему 1.2.4 и следствие 1.2.5. Согласно определению 1.3.2 находим 

определитель системы. 

Ў
ς σ ρ
σ ρ ς
ρ ρ ρ

ςϽ
ρ ς
ρ ρ

σϽ
σ ς
ρ ρ

ρϽ
σ ρ
ρ ρ
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ςϽ ρ ς σϽσ ς σ ρ φ σ τ ρσȢ 

Таким образом, ɝ ρσ π и по теореме 1.6.2 для матрицы ὃ 

существует обратная матрица, которую находим по формуле (11). 

Алгебраические дополнения ὃ  вычисляем по определению 1.3.3, используя 

схему знаков (4). 

ɸ
ρ ς
ρ ρ

σȠ  ɸ
σ ς
ρ ρ

ρȠ  ɸ
σ ρ
ρ ρ

τȠ  

ɸ
σ ρ
ρ ρ

τȠ  ɸ
ς ρ
ρ ρ

ρȠ  ɸ
ς σ
ρ ρ

ρ; 

ɸ
σ ρ
ρ ς

υȠ  ɸ
ς ρ
σ ς

χȠ  ɸ
ς σ
σ ρ

ρρȢ  

По следствии 1.2.5, теореме 1.6.2 и формуле (11) 

ὼ
ώ
ᾀ

ὃ ὄ
σ τ υ
ρ σ χ
τ ρ ρρ

Ͻ
υ
χ
φ

Ͻ
ρσ
ςφ
σω

ρ
ς
σ

. 

Таким образом, ὼ ρȟώ ςȟᾀ σ. Читателю рекомендуется сделать 

проверку. 

Пример. Решить матричные уравнения ˍˢ  ˏи ὣὃ ὄ, где  

ɸ
σ ς
ψ υ

Ƞ ɺ
χ τ
υ ρρ

 

Решение. Если матрица ὃ невырожденная, то по теореме 1.2.4 ʍ

ὃ ɺ  и ὣ ὄὃ . Так как ȿὃȿ ρυρφ ρ π, то матрица ὃ 

невырожденная и для нее существует обратная матрица ὃ  (теорема 1.6.2). 

Матрицу ὃ  находим по формуле (11). 

ὃ υȠὃ ψȠ
ὃ ςȠὃ σȠ

ὃ
ρ

ρ
Ͻ
υ ς
ψ σ

υ ς
ψ σ

Ȣ 

Следовательно,  

ὢ
υ ς
ψ σ

Ͻ
χ τ
υ ρρ

συρπ ςπςς
υφρυ σςσσ

τυ τς
χρ φυ

Ƞ  

ὣ
χ τ
υ ρρ

Ͻ
υ ς
ψ σ

συσς ρτρς
ςψψψ ρπσσ

σ ς
φσςσ

 . 

Отметим, что ὢ ὣ, читателю рекомендуется сделать проверку. 
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1.7. Теорема Крамера 

Рассмотрим систему из ὲ линейных уравнений с ὲ неизвестными: 

ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȢ

 

 

(12) 

Определение 1.7.1. ʄʘʪʨʠʮʘ ὃ ὥ  ʠ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ȿὃȿ ɝ 

ὃ ὥ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

ȟ ȿὃȿ ῳ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

 

ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ ʤʘʪʨʠʮʝʡ ʠ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʝʤ ʩʠʩʪʝʤʳ (12). ʉʪʦʣʙʝʮ ὄȟ 

ʩʦʩʪʘʚʣʝʥʥʳʡ ʠʟ ʯʠʩʝʣ ὦȟὦȟȣȟὦ, ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʩʪʦʣʙʮʦʤ ʩʚʦʙʦʜʥʳʭ ʯʣʝʥʦʚ 

ʩʠʩʪʝʤʳ (12). 

Обозначим через ɝ  определитель, полученный из определителя ɝ 

заменой Ὥ-го столбца столбцом свободных членов: 

ɝ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

; Ў

ὦ ὥ Ễ ὥ
ὦ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὦ ὥ Ễ ὥ

; 

Ў

ὥ ὦ Ễ ὥ
ὥ ὦ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὦ Ễ ὥ

;…; Ў

ὥ ὥ Ễ ὦ
ὥ ὥ Ễ ὦ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὦ

Ȣ 

Теорема 1.7.2 (ʪʝʦʨʝʤʘ ʂʨʘʤʝʨʘ). ɽʩʣʠ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ɝ ʩʠʩʪʝʤʳ (12) 

ʦʪʣʠʯʝʥ ʦʪ 0, ʪʦ ʩʠʩʪʝʤʘ (12) ʠʤʝʝʪ ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ, ʢʦʪʦʨʦʝ 

ʤʦʞʥʦ ʥʘʡʪʠ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʘʤ 

ὼ
Ў

Ў
ȟȣȟὼ

Ў

Ў
ȟȣȟὼ

Ў

Ў
Ȣ (13) 

Доказательство. Система (12) равносильна матричному уравнению 

ὃὢ ὄ, где ὢ – столбцы неизвестных, ὄ – столбец свободных членов. По 

теореме 1.2.4 это уравнение имеет единственное решение  ὢ ὃ ὄ. По 

формулам (11), (8) для каждого Ὦ ρ Ὦ ὲ имеем 

ὼ
ρ

ɝ
ὃ ὦ Ễ ὃ ὄ

ɝ

ɝ
 Ȣ 
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Теорема доказана. 

Пример. ʉ ʧʦʤʦʱʴʶ ʬʦʨʤʫʣ ʂʨʘʤʝʨʘ ʨʝʰʠʪʴ ʩʠʩʪʝʤʫ 

ςὼ  ώ ρȟ
υὼ ώ χȢ

  

Решение. Находим ЎȟЎȟЎȢ 

Ў
ς ρ
υ ρ

σȠ  Ў
ρ ρ
χ ρ

φȠ Ў
ς ρ
υ χ

ωȢ 

По формулам Крамера (13) ὼ ς, ώ σȢ 

 

1.8. Ранг матрицы, теорема Кронекера-Капелли 

Пусть 

ὃ ὥ  

ὥ ὥ ȣ
ὥ ὥ ȣ
Ễ Ễ Ễ

ὥ
ὥ
Ễ

ὥ ὥ ȣ ὥ

 

– матрица, состоящая из ά  и ὲ столбцов и Ὧ ÍÉÎάȟὲ . Выберем в 

матрице ὃ произвольным образом Ὧ строк с номерами Ὥ Ὥ Ễ Ὥ и Ὧ 

столбцов с номерами Ὦ Ὦ Ễ Ὦ. Тогда элементы матрицы ὃ, стоящие 

на пересечениях выбранных строк и столбцов, составляют квадратную 

матрицу ὃ  порядка Ὧ с определителем ȿὃȿ ὓ . 

ὃ

ὥ ὥ ȣ
ὥ ὥ ȣ
ȣ ȣ ȣ

ὥ
ὥ
ȣ

ὥ ὥ ȣ ὥ

Ƞ    ὓ

ὥ ὥ ȣ
ὥ ὥ ȣ
ȣ ȣ ȣ

ὥ
ὥ
ȣ

ὥ ὥ ȣ ὥ

Ȣ 

Определитель ὓ  называется минором Ὥ-го порядка матрицы ὃ. 

Число всех миноров матрицы ὃ быстро растет с ростом ее размера. 

Так, например, число всех миноров матрицы размера σ τ равно 34, а 

матрицы размера τ τ – 69. 

Определение 1.8.1. ʅʘʡʜʝʤ ʚʩʝ ʤʠʥʦʨʳ ʄʘʪʨʠʮʳ ὃ, ʦʪʣʠʯʥʳʝ ʦʪ 

ʥʫʣʷ, ʠ ʩʨʝʜʠ ʥʠʭ ʚʳʙʝʨʝʤ ʤʠʥʦʨ ὓ  ʥʘʠʙʦʣʴʰʝʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ Ὧ. ʊʘʢ ʚʳʙʨʘʥʥʦʝ 

ʯʠʩʣʦ Ὧ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʨʘʥʛʦʤ ʤʘʪʨʠʮʳ ὃ ʠ ʦʙʦʟʥʘʯʘʝʪʩʷ ÒÁÎËὃ. 
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На практике ранг матрицы вычисляется методом окаймляющих 

миноров и с помощью элементарных преобразований строк (или столбцов, 

или и строк и столбцов). Второй метод с вычислительной точки зрения более 

экономичен. 

Определение 1.8.2. ʕʣʝʤʝʥʪʘʨʥʳʝ ʧʨʝʦʙʨʘʟʦʚʘʥʠʷ ʩʪʨʦʢ (ʩʪʦʣʙʮʦʚ): 

1) ʋʤʥʦʞʝʥʠʝ ʠʣʠ ʜʝʣʝʥʠʝ ʩʪʨʦʢʠ (ʩʪʦʣʙʮʘ) ʥʘ ʯʠʩʣʦ, ʦʪʣʠʯʥʦʝ ʦʪ 

ʥʫʣʷ; 

2) ʇʝʨʝʩʪʘʥʦʚʢʘ ʜʚʫʭ ʩʪʨʦʢ (ʩʪʦʣʙʮʦʚ); 

3) ɺʳʯʠʪʘʥʠʝ ʠʟ ʦʜʥʦʡ ʩʪʨʦʢʠ (ʩʪʦʣʙʮʘ) ʤʘʪʨʠʮʳ ʜʨʫʛʦʡ ʩʪʨʦʢʠ 

(ʜʨʫʛʦʛʦ ʩʪʦʣʙʮʘ), ʫʤʥʦʞʝʥʥʦʡ (ʫʤʥʦʞʝʥʥʦʛʦ) ʥʘ ʥʝʢʦʪʦʨʦʝ 

ʯʠʩʣʦ. 

Легко убедиться, что элементарные преобразования обратимы, и если 

матрица ὄ получена из матрицы ὃ элементарными преобразованиями, то и 

матрицу ὃ можно получить из матрицы ὄ элементарными преобразованиями. 

При этом матрицы ὃ и ὄ называются эквивалентными и обозначают ὃͯ ὄ. 

Оказывается справедлива следующая теорема. 

Теорема 1.8.3. ɽʩʣʠ ὃͯ ὄ, ʪʦ ÒÁÎËὃ  ÒÁÎËὄ . 

Пример. Найти ранг матрицы. 

ὃ

ς σ ρ τ
σ φ ω σ
σ ρυ φ ρυ
π ρτ ρπρς

 

Решение. Разделим 2-ю и 3-ю строки матрицы на 3, 4-ю разделим на 2 

и затем переставим в полученной матрице 1-ю и 2-ю строки (для того, чтобы 

элемент ὦ  новой матрицы ὄͯ ὃ был равен 1; с его помощью мы в 

дальнейшем уничтожим другие ненулевые элементы в 1-м столбце).Таким 

образом, мы от матрицы ὃ перешли к матрице ὄͯ ὃ: 

ɺ

ρ ς σ ρ
ς σ ρ τ
ρ υ ς υ
π χ υ φ

 

Вычтем из 2-й строки матрицы ὄ 1-ю строку, умноженную на 2 (для 

того, чтобы в полученной матрице ὅͯ ὄ выполнилось равенство ὧ π), и 

из 3-й строки вычтем 1-ю строку (для того, чтобы ὧ π). 
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В матрице ὅͯ ὃ 2-я, 3-я и 4-я строки одинаковы. Вычтем из 3-й и 4-й 

строки 2-ю строку, получим матрицу Ὀ, эквивалентную матрице ὃ. 

ὅ

ρ ς σ ρ
π χ υ φ
π χ υ φ
π χ υ φ

Ὀ

ρ ς σ ρ
π χ υ φ
π π π π
π π π π

Ȣ 

Все миноры порядка σ матрицы Ὀ очевидно равны 0, а минор 

порядка 2 на пересечениях строк и столбцов с номерами 1, 2 равен 7 и 

отличен от 0. Таким образом, ÒÁÎËὃ ÒÁÎËὈ ς. 

Подчеркнем, что матрицы ὃ и Ὀ связывает не только равенство рангов, 

они еще и эквивалентны, то есть, могут быть получены друг из друга с 

помощью элементарных преобразований. 

Рассмотрим систему линейных уравнений самого общего вида, 

состоящую из m уравнений и с n неизвестными. 

ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȢ

 (14) 

Выпишем матрицу ὃ и расширенную Матрицу ὃᶻ системы (14) 

ὃ

ὥ ὥ Ễ ὥ
ὥ ὥ Ễ ὥ
Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ

ȟ      ὃᶻ

ὥ ὥ Ễ ὥ ὦ
ὥ ὥ Ễ ὥ ὦ
Ễ Ễ Ễ Ễ Ễ
ὥ ὥ Ễ ὥ ὦ

 

И найдем ранги ÒÁÎËὃ  и ÒÁÎËὃᶻ  этих матриц. Оказывается 

справедлива теорема 1.8.5, называемая теоремой Кронекера-Капелли. 

Теорема 1.8.5. ɼʣʷ ʩʠʩʪʝʤʳ (14) ʚʦʟʤʦʞʥʳ ʪʨʠ ʩʣʫʯʘʷ: 

1) ɽʩʣʠ ÒÁÎËὃ  ÒÁÎËὃᶻ, ʪʦ ʩʠʩʪʝʤʘ ʥʝ ʠʤʝʝʪ ʨʝʰʝʥʠʡ; 

2) ɽʩʣʠ ÒÁÎËὃ  ÒÁÎËὃᶻ  ὲ, ʪʦ ʩʠʩʪʝʤʘ ʠʤʝʝʪ ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʦʝ 

ʨʝʰʝʥʠʝ; 

3) ɽʩʣʠ ÒÁÎËὃ  ÒÁÎËὃᶻ  ὲ, ʪʦ ʩʠʩʪʝʤʘ ʠʤʝʝʪ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ 

ʤʥʦʛʦ ʨʝʰʝʥʠʡ. 
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1.9. Решение систем линейных уравнений методом Гаусса 

В настоящей главе мы познакомимся с универсальным методом 

решения произвольных систем линейных уравнений. 

Самый простой для понимания метод решения систем уравнений вида 

(14) – метод подстановки, изучаемый в школе. Несложной модификацией 

этого метода является метод последовательного исключения неизвестных – 

так называемый метод Гаусса. Метод Гаусса с вычислительной точки зрения 

экономичней метода прямой подстановки. Наконец, четкое осознание того, 

что в методе Гаусса уравнения можно заменить строками матрицы и 

действия производить над стройками, а не над уравнениями, приводит к 

последнему – самому эффективному с вычислительной точки зрения методу. 

Этот последний метод является тем же самым методом Гаусса, но наиболее 

высокоорганизованным. Разберем все три метода на примере решения 

системы уравнений. 

Метод подстановки.  

ὼ ςὼ σὼ τ
ςὼ σὼ τὼ ςπ
σὼ ὼ ὼ τ

 

Из 1-го уравнения выразим ὼ и подставим это выражение во 2-е и 3-е 

уравнения, получим систему уравнений, эквивалентную исходной системе: 

ὼ τ ςὼ σὼ
ψ τὼ φὼ σὼ τὼ ςπ
ρςφὼ ωὼ ὼ ὼ τ

 

ὼ τ ςὼ σὼȟ
ὼ ρπὼ ςψȟ
χὼ ρπὼ ρφȢ

 

Затем из 2-го уравнения полученной системы выражаем ὼ  и 

подставляем в 3-е уравнение: 

ὼ τ ςὼ σὼ
ὼ ςψρπὼ

χπὼ χϽςψρπὼ ρφ
 

ὼ τ ςὼ σὼȟ
ὼ ςψρπὼȟ
φπὼ ρψπȢ

 

Теперь идем «назад», подставляя ὼ σ в уравнение 2, находим ὼ

ς, а подставляя ὼ ς и ὼ σ в уравнение ὼ τ ςὼ σὼ, получаем 

ὼ ρȡ 

ὼ τ ςὼ σὼ
ὼ ςψρπϽσ ς

ὼ σ
  

ὼ τ ςϽς σϽσ
ὼ ς
ὼ σ

 
ὼ ρȟ
ὼ ςȟ
ὼ σȢ
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И система решена. Метод подстановки прост, но содержит много 

лишних вычислений. Метод последовательного исключения неизвестных – 

или метод Гаусса фактически производит те же действия, но с меньшими 

выкладками. 

Метод Гаусса. 

ὼ ςὼ σὼ τ
ςὼ σὼ τὼ ςπ
σὼ ὼ ὼ τ

 

Вычтем из 2-го уравнения 1-е уравнение, умноженное на 2, а из 3-го – 

1-е уравнение, умноженное на 3 (с целью исключения неизвестной ὼ из этих 

уравнений). Получим систему: 

ὼ ςὼ σὼ τ
ὼ ρπὼ ςψ
χὼ ρπὼ ρφ

   

ὼ ςὼ σὼ τȟ
ὼ ρπὼ ςψȟ
φπὼ ρψπȢ

 

Из 3-го уравнения левой системы мы вычли 2-е уравнение, умноженное 

на 7, и получили правую систему. Теперь из 3-го уравнения правой системы 

находим ὼ, подставляя ὼ σ во 2-е уравнение, получаем ὼ ςȟ а затем из 

уравнения 1 найдем ὼ ρȟ т.е. «обратный» процесс в данном методе тот же, 

что и в методе подстановки. Но в первой части решения по методу Гаусса 

вычислений значительно меньше, чем в методе подстановки, а результат 

получаем тот же. 

Модифицированный метод Гаусса. Заметим, что тот же алгоритм 

решения мы можем записать в расширенных матрицах систем, вычитая из 2-

ой строки матрицы 1-ю, умноженную на 2, вычитая из 3-й строки 1-ю, 

умноженную на 3 и т.д. 

ρ ς σ
ς σ τ
σ ρ ρ

τ
ςπ
τ

 ͯ
ρ ς σ
π ρ ρπ
π χ ρπ

τ
ςψ
ρφ
ͯ
ρ ς σ
π ρ ρπ
π π φπ

τ
ςψ
ρψπ

Ȣ 

Более того, разделив последнюю строку полученной матрицы на φπ 

(такое действие тоже является элементарным преобразованием по 

определению 1.8.2), с помощью матриц легко записать и «обратный» процесс 

вычисления, который заключается в уничтожении ненулевых элементов, 

стоящих выше главной диагонали: 

ρ ς σ
π ρ ρπ
π π ρ

τ
ςψ
σ
ͯ
ρ ς π
π ρ π
π π ρ

υ
ς
σ

 ͯ
ρ π π
π ρ π
π π ρ

ρ
ς
σ
Ȣ 
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При этом понятно, что последней матрице соответствует система 

уравнений ὼ ρ, ὼ ς, ὼ σ, то есть, ответ задачи. 

Отметим, что метод решения основанный на приведении исходной 

матрицы системы к диагональной, называется методом полного исключения 

Гаусса. 

Легко убедиться, что в данном решении вычислений как минимум в 2 

раза меньше, чем в решении методом подстановки, причем вычисления 

лучше контролируется и снижается вероятность ошибки. 

По теореме Кронекера-Капелли 1.8.5 при решении (исследовании) 

систем линейных уравнений возможны три случая. Случай, когда система 

имеет единственное решение, мы только что разобрали. Приведем примеры 

других возможных случаев. 

Пример. ʀʩʩʣʝʜʦʚʘʪʴ ʩʠʩʪʝʤʳ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ 

1) 
ςὼ ώ ᾀ υȟ
σὼ ώ σᾀ χȟ
ὼ ώ ᾀ ρπȠ

 
 

2) 
ὼ ςὼ ὼ ςȟ
σὼ τὼ υὼ τȟ
σὼ ςὼ χὼ ρτȢ

 

Решение. Преобразуем расширенную матрицу системы 1): 

ς ρ ρ
σ ρ σ
ρ ρ ρ

υ
χ
ρπ
ͯ
ρ ρ ρ
ς ρ ρ
σ ρ σ

ρπ
υ
χ
ͯ
ρ ρ ρ
π ρ σ
π ς φ

ρπ
ρυ
σχ

 ͯ

ͯ
ρ ρ ρ
π ρ σ
π π π

ρπ
ρυ
χ

. 

Последней строке этой матрицы соответствует уравнение 

πϽὼ πϽώ πϽᾀ χ, 

То есть π χ, что невозможно. Следовательно, система 1) не имеет 

решений. 

Исследуем вторую систему. 

ρ ς ρ
σ τ υ
σ ς χ

ς
τ
ρτ
ͯ

ρ ς ρ
π ς ς
π τ τ

ς
ρπ
ςπ
ͯ
ρ ς ρ
π ρ ρ
π π π

ς
υ
π

 

ρ π σ
π ρ ρ

ψ
υ
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Мы вычеркнули нулевую строку матрицы – ей соответствует 

тождественное уравнение π π. У нас осталась система из двух уравнений с 

тремя неизвестными, одно из которых можно положить равным 

произвольной константе ὧ: 

ὼ σὼ ψ
ὼ ὼ υ

 
ὼ ψ σὼ
ὼ υ ὼ

  
ὼ ψ σὧȟ
ὼ υ ὧȟ
ὼ ὧȢ

 

Система 2) имеет бесконечно много решений. Неизвестная ὼ ὧ 

называется ʩʚʦʙʦʜʥʦʡ. 

 

1.10. Системы линейных однородных уравнений 

Рассмотрим произвольную систему линейных ʦʜʥʦʨʦʜʥʳʭ уравнений: 

ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ πȟ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ πȟ
ȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣ

ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ πȢ

 
(15) 

Так как расширенная матрица ὃᶻ системы (15) отличается от матрицы 

ὃ системы нулевым столбцом ὄ ὕ, то ÒÁÎËὃ ÒÁÎËὄ  и по теореме 

1.8.5 система (15) всегда совместна, что можно так же определить, заметив, 

что ὼ πȟὼ πȟȣȟὼ π  – решение системы (15), называемое 

ʪʨʠʚʠʘʣʴʥʳʤ ʨʝʰʝʥʠʝʤ. 

Запишем систему (15) в матричном виде: 

ὃὢ ὕȟ (15) 

где ὃ – матрица системы; ὢ – столбец неизвестных; ὕ – нулевой 

столбец сводных членов. Решения системы так же будем записывать в виде 

векторов-столбцов, например, ὕ – тривиальное решение. 

Теорема 1.10.1. ʇʫʩʪʴ ὢ ʠ ὢ ï ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʝ ʨʝʰʝʥʠʷ ʩʠʩʪʝʤʳ (15). 

ʊʦʛʜʘ ʠʭ ʣʠʥʝʡʥʘʷ ʢʦʤʙʠʥʘʮʠʷ ὢ ὢ ὢ, ʛʜʝ  ʠ  ï ʣʶʙʳʝ ʯʠʩʣʘ, ʪʘʢ 

ʞʝ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʨʝʰʝʥʠʝʤ ʩʠʩʪʝʤʳ ρυ. 

Доказательство. Применим матричную запись системы. По условиям 

теоремы ὃὢ ὕ и ὢ̱ ὕ. используя теорему 1.3, последовательно 

получаем 

ὃὢ ὢ ὃὢ ὃὢ ὃὢ ὃὢ ὕ ὕ ὕȢ 
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Таким образом, ὢ является решением системы (15). Теорема доказана.  

Теорема 1.10.1 показывает, что множество решений системы (15) 

является ʣʠʥʝʡʥʳʤ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦʤ (определение линейного пространства 

см., например, в 1 4 ). Следующая теорема устанавливает связь между 

решениями систем (14) и (15). 

Теорема 1.10.2. ʇʫʩʪʴ ὣ ʠ ὣ ï ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʝ ʨʝʰʝʥʠʷ ʩʠʩʪʝʤʳ (14). 

ʊʦʛʜʘ ʠʭ ʨʘʟʥʦʩʪʴ ὢ  ὣ ὣ ʝʩʪʴ ʨʝʰʝʥʠʝ ʩʠʩʪʝʤʳ (15). ʃʶʙʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ 

ὣ ʩʠʩʪʝʤʳ (14) ʝʩʪʴ ʩʫʤʤʘ ὢ  ὣ ʥʝʢʦʪʦʨʦʛʦ ʨʝʰʝʥʠʷ ὢ ʩʠʩʪʝʤʳ (15) ʠ 

ʬʠʢʩʠʨʦʚʘʥʥʦʛʦ ʨʝʰʝʥʠʷ ὣ ʩʠʩʪʝʤʳ (14). 

Теорему рекомендуем доказать самостоятельно. 

Выясним, когда система (15) имеет нетривиальное решение. 

Непосредственно из теоремы 1.8.5 следует теорема 1.10.3. 

Теорема 1.10.3. ʉʠʩʪʝʤʘ (15) ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ ʠʤʝʝʪ 

ʥʝʪʨʠʚʠʘʣʴʥʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ, ʢʦʛʜʘ ÒÁÎËὃ  ὲ.  

В случае, когда число уравнений системы (15) равно числу ее 

неизвестных, то есть ά  ὲ, из теоремы 1.10.3 и теоремы Крамера 1.7.2 

вытекает теорема 1.10.4. 

Теорема 1.10.4. ʉʠʩʪʝʤʘ ὲ ʣʠʥʝʡʥʳʭ ʦʜʥʦʨʦʜʥʳʭ ʫʨʘʚʥʝʥʠʡ ʩ ὲ 

ʥʝʠʟʚʝʩʪʥʳʤʠ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ ʠʤʝʝʪ ʥʝʪʨʠʚʠʘʣʴʥʦʝ ʨʝʰʝʥʠʝ, ʢʦʛʜʘ 

ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ ʩʠʩʪʝʤʳ ʨʘʚʝʥ π. 
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Глава 2. Векторная алгебра 

 

Физические величины можно разделить на две существенно различные 

категории: скалярные и векторные. Скалярные величины имеют лишь 

числовое значение. Физические величины, которые кроме числового 

значения характеризуются еще и направлением, называются векторными. 

Примерами скалярных величин является температура, масса, работа. 

Такие же физические величины, как скорость, сила, момент и т.д., 

характеризуются числовым значением и направлением действия, т.е. 

являются векторными величинами. 

Векторную величину обозначают направленным отрезком ὃὄ. Точку ὃ 

называют началом или точкой приложения вектора (рис. 2.1). 

 

Рис. 2.1 

Точку ὄ называют концом вектора. Продолжая в обе стороны отрезок 

ὃὄ, получим прямую, которая называется линией действия вектора. 

Очевидно, что вектор однозначно определяется линией действия, 

направлением и точкой приложения. 

Все векторы подразделяются на три категории: свободные, скользящие 

и закрепленные векторы. Свободными векторами представляются векторные 

физические величины, не изменяющиеся при переходе от одной точки 

пространства к любой другой. Такой вектор характеризует физическую 

величину во всем исследуемом пространстве. Так, при поступательном 

движении твердого тела скорости каждой точки тела равны между собой по 
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величине и направлению. Скорость такого движения твердого тела задается 

одним свободным вектором. 

Скользящие векторы представляют собой векторные величины, 

остающиеся неизменными вдоль линии действия вектора. Они изменяются 

при переходе к другой точке пространства, не лежащей на линии действия. 

Например, сила, приложенная к точке ὃ твердого тела, сообщит последнему 

вполне определенное движение из данного состояния. Такое же движение 

сообщит эта сила, будучи приложенной к произвольной точке ὄ , 

расположенной на той же линии действия. 

Закрепленные векторы представляют векторные физические величины 

только в данной точке пространства. В других точках пространства они либо 

имеют другое значение, либо вообще теряют смысл. Такими векторами 

являются, например, вектор силы, приложенной к деформируемому телу, 

вектор скорости, при вращении твердого тела вокруг неподвижной оси, 

вектор момента. Рассмотрим свободные векторы и изучим их свойства. 

 

2.1. Свободные векторы 

2.1.1. Геометрические свойства свободных векторов 

Итак, ʚʝʢʪʦʨ ὃὄ – ʵʪʦ ʥʘʧʨʘʚʣʝʥʥʳʡ ʦʪʨʝʟʦʢ ʩ ʥʘʯʘʣʦʤ ʚ ʪʦʯʢʝ ὃ ʠ 

ʢʦʥʮʦʤ ʚ ʪʦʯʢʝ ὄ. Если начало и конец вектора совпадают, то он называется 

нулевым и обозначается π. 

 

Рис. 2.1.1 

ʄʦʜʫʣʴ (ʜʣʠʥʘ) вектора ὃὄ по определению равна длине отрезка ɸɺ и 

обозначается ὃὄ. Модуль вектора π равен π. Векторы, расположенные на 

одной прямой, или на параллельных прямых называются ʢʦʣʣʠʥʝʘʨʥʳʤʠ. 

Векторы ὥ и ὦ называются ʨʘʚʥʳʤʠ, если они коллинеарны, направлены в 

одну сторону и имеют равные длины. Векторы ὥ и ὥ коллинеарны,  имеют 

одинаковые длины и направлены в разные стороны (рис. 2.1.1). 
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Подчеркиваем, что мы рассматриваем векторы, которые можно 

переносить параллельно себе, помещая начало вектора в любую точку 

плоскости (пространства). Углом между векторами ὥ и ὦ называется 

наименьший угол  ὃ᷁ὕὄ между этими векторами, приведенными к 

общему началу ὕ (рис. 2.1.2). 

 

Рис.2.1.2 

Очевидно, что  π  “ . 

2.1.2. Сложение векторов 

Определение 2.1.1. ʉʫʤʤʦʡ ʩʚʦʙʦʜʥʳʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥȟὥȟȣȟὥ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʩʚʦʙʦʜʥʳʡ ʚʝʢʪʦʨ  

ὥ  ὥ ὥ Ễ ὥȟ 

ʜʣʷ ʧʦʩʪʨʦʝʥʠʷ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʥʫʞʥʦ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦ ʦʪʣʦʞʠʪʴ ʚ ʣʶʙʦʤ 

ʧʦʨʷʜʢʝ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὥȟȣȟὥ  , ʩʦʚʤʝʱʘʷ ʥʘʯʘʣʦ ʢʘʞʜʦʛʦ ʩʣʝʜʫʶʱʝʛʦ ʩ 

ʢʦʥʮʦʤ ʧʨʝʜʳʜʫʱʝʛʦ; ʟʘʤʳʢʘʶʱʠʡ ʚʝʢʪʦʨ ὥ, ʥʘʯʘʣʦ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʩʦʚʧʘʜʘʝʪ ʩ 

ʥʘʯʘʣʦʤ ʧʝʨʚʦʛʦ, ʘ ʢʦʥʝʮ ʩ ʢʦʥʮʦʤ ʧʦʩʣʝʜʥʝʛʦ, ʧʨʝʜʩʪʘʚʣʷʝʪ ʩʦʙʦʡ ʚʝʢʪʦʨ 

ʩʫʤʤʳ ʩʚʦʙʦʜʥʳʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ (рис. 2.1.3). 

 

Рис. 2.1.3 

В механике вектор ὥ называют равнодействующим. Для сложения двух 

свободных векторов отсюда получаем правило параллелограмма и 

коммутативность операции сложения, т.е. ὥ ὦ  ὦ ὥ, поскольку сумма 

двух свободных векторов является свободным вектором, совпадающим по 

величине и по направлению с диагональю параллелограмма, построенного на 

этих векторах (рис. 2.1.4, a).  
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Вектор ὧ ὥ ὦ мы определим из равенства ὦ ὧ ὥ, что дает нам 

правило треугольника (рис. 2.1.4, b, c). 

ὥ  ὦ  ὧ  

   

Рис.2.1.4 

Нетрудно убедиться, что операция сложения векторов ассоциативна, 

т.е.  

 ὥ  ὦ ὧ   ὦ ὥ ὧȢ  

Напомним, что произвольный вектор ὥможно умножить на любое 

число . При этом вектор ẗὥ коллинеарен векторуὥ, ȿὥȿ  ȿȿẗȿὥȿ, 

направления векторов ὥ и ὥ совпадают, если  π и противоположны, если 

 π (рис. 2.1.5). 

 

 

Рис.2.1.5 

2.1.3 Проекции векторов 

Рассмотрим проекцию свободного вектора ὥ ὃὄ на ось ὒ, т.е. на 

прямую с заданным направлением. Из точек ὃ и ὄ на прямую ὒ отпустим 

перпендикуляры ὃὃ и ὄὄ (рис. 2.1.6, a,b).  
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ὥ  ὦ  

 
 

Рис.2.1.6 

Длина отрезка ὃὄ с учетом его направления на оси ὒ называется 

проекцией вектора ὥ ὃὄ на ось ὒ и обозначается через ˜̑  ὥ. Таким обра-

зом, ˜̑ ὥ   ὼ  ὼ, где ὼȟὼ  – координаты точек ὃ и ὄ на координатной 

оси ὒ. Отметим, что проекция вектора на ось является скалярной величиной, 

равной произведению модуля вектора на косинус угла  между направлении-

ем оси и направлением вектора (рис. 2.1.6, ʘ,b). 

˜̑  ὥ ȿὥȿϽÃÏÓȢ 

Наиболее значимы в дальнейшем проекции вектора ὥ на координатные 

оси ὕὢ, ὕὣ, ὕὤ, т.е. координаты вектора ὥ в заданной прямоугольной 

координационной системе ὕὢὣὤ (рис. 2.1.7). Удобно ввести для них 

специальные обозначения: 

˜̑  ὥ ὥ ȟ     ̃̑ὥ ὥ ȟ     ̃̑ὥ ὥ Ȣ 

Нетрудно убедиться, что каждый свободный вектор однозначно 

определяется его проекциями ὥ ὥȠὥȠὥ  или своей длиной ȿὥȿ

ὥ ὥ ὥ  и углами ȟ  и   с координатными осями ὢȟὣȟὤ 

соответственно (рис 2.1.7). Очевидно, справедливы следующие формулы: 

ÃÏÓ
ὥ

ȿὥȿ
ȟ ÃÏÓ

ὥ

ȿὥȿ
ȟ ÃÏÓ

ὥ

ȿὥȿ
Ȣ 
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Рис.2.1.7 

Числа ÃÏÓ, ÃÏÓ, ÃÏÓ называются ʥʘʧʨʘʚʣʷʶʱʠʤʠ ʢʦʩʠʥʫʩʘʤʠ 

вектора ὥ, а числа ὥȟὥȟὥ  называются координатами вектора ὥ в 

прямоугольной системе координат ὕὢὣὤ.  

Напомним, наконец, что для любого числа  вектор ὥ коллинеарен 

вектору ὥ, ȿὥ ȿ ȿȿẗȿὥȿ, и если  π, то векторы ὥȟὥ направлены в одну 

сторону, а если  π, то в разные. 

Теорема 2.1.2. ʇʨʦʝʢʮʠʷ ʩʫʤʤʳ ʩʚʦʙʦʜʥʳʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ʨʘʚʥʘ ʩʫʤʤʝ 

ʧʨʦʝʢʮʠʡ ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʱʠʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ. 

Теорему достаточно доказать для двух слагаемых. Рассмотрим 

произвольную прямую, на которой выберем положительное направление, 

указанное на рис. 2.1.8 стрелкой. Примем эту прямую за ось ὢ. Пусть ὼ   и 

ὼ координаты ортогональных проекций начала и конца вектора ὥ на ось ὢ 

(рис. 2.1.8).Найдем проекцию суммы векторов ὥ ὥ ὥȢ 

 

Рис.2.1.8 
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Из чертежа ясно, что ὥ  ὼ ὼ ὼ ὼ ὼ   ὼ ὼ, тем 

самым теорема верна. 

Пример. На тело действует четыре сходящиеся силы, проекции 

которых заданы: Ὂ ρȠ ρπȠ σ; Ὂ ςȠ ρυȠ τ ; Ὂ πȠυȠ ρ; Ὂ ςȠ ρπȠς . 

Найти модуль и направляющие косинусы суммы Ὂ. 

Решение. Согласно теореме 2.1.2 находим координаты вектора Ὂ. 

Ὂ ρ ς π ς υȠὊ ρπρυ υ ρπ σπȠὊ σ τ ρ ς φȢ 

По теореме Пифагора  

Ὂ   Ὂ  Ὂ  Ὂ   υ  σπ  φ   Ѝωφρ σρȢ 

Теперь находим направляющие косинусы вектора Ὂ. 

ÃÏÓ
υ

σρ
 ȠÃÏÓ

σπ

σρ
ȠÃÏÓ

φ

σρ
Ȣ 

2.1.4. Свободные вектора в координатной форме 

Итак, свободный вектор ὃὄ – это направленный отрезок с началом в 

точке ὃ  и концом в точке ὄ  (рис. 2.1.9). Подчеркиваем, что мы 

рассматриваем векторы, которые можно переносить параллельно себе, 

помещая начало вектора в любую точку плоскости (пространства). 

 

Рис.2.1.9 

Пусть на плоскости (в пространстве) задана система координат 

ὕὢὣὤ, так что любая точка ὃ получает свои координаты, равные 

координатам вектора ὕὃ.  Согласно теореме 1, каждый свободный вектор ὥ 

получает свои координаты. Для того, чтобы найти координаты вектора 
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ὥ ὃὄ, нужно из координат его конца ὄ вычесть координаты начала ὃ. 

например, если ὃρȠςȠσ , ὄςȠρȠπ , то ὃὄ ὕὄ ὕὃ ςȠρȠπ

ρȠςȠσ ρȠρȠσȢ 

Мы будем записывать ὥ ὼȠώ  или ὥ ὼȠώȠᾀ , если ὼȟώȟᾀ – 

координаты вектора ὥ на плоскости (в пространстве) в заданной системе 

координат. 

Пример. Найти координаты вершины Ὀ параллелограмма ὃὄὅὈ, если 

ὃ ςȠρȠσȟὄρȠςȠρȟὅπȠρȠς (рис. 2.1.10). 

 

Рис. 2.1.10 

Решение. Очевидно (рис.2.1.10), ὕὈ ὕὃ ὃὈ ὕὃ ὄὅ ὕὃ

ὕὅ ὕὄ и подставив координаты получаем: 

ὕὈ ςȠρȠσ πȠρȠς ɀρȠςȠρ ρȠπȠτȢ  

Как известно, множества свободных векторов на плоскости и в 

пространстве являются линейными (векторными) пространствами Ὑ  и Ὑ 

(см., например ρȟς). Напомним некоторые определения. Система векторов 

ὥȟὥȟȣȟὥ  линейного пространства называется линейно зависимой, если 

хотя бы один из векторов этой системы, например, вектор ὥ , является 

линейной комбинацией (линейно зависит от ) остальных векторов, т.е. 

представим в виде  

ὥ ὥ Ễ ὥȟ (1) 

где ȟȣȟ  – действительные числа, и линейно независимой в противном 

случае. Максимальные линейно независимые системы векторов линейного 

пространства ὒ называются базисными. Если ὥȟὥȟȣȟὥ  – базис линейного 

пространства ὒ, то каждый вектор ὦɴ ὒ представим в виде  

ὦ ὥ Ễ ὥȟ (2) 

причем это представление единственно. Числа ȟȣȟ  называются 

координатами вектора ὦ в базисе ὥȟȣȟὥ. 
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2.2. Системы координат  

Рассмотрим возможные декартовые системы координат на плоскости и 

в трехмерном пространстве, тесно связанные с базисами соответствующих 

векторных пространств Ὑ, Ὑ  . 

2.2.1. Базисы двухмерного векторного пространства 

Очевидно, что свободные векторы ὥ, ὦ из Ὑ  коллинеарны тогда и 

только тогда, когда ὥ ὦ или ὦ ὥ. В частности, коллинеарные векторы 

линейно зависимы. Если векторы ὥȟὦɴ Ὑ  неколлинеарны, то любой вектор 

ὧ из Ὑ  является их линейной комбинацией (см. на рис. 2.2.1, a, b примеры 

разложения вектора ὧ). 

ὥ  ὦ  

 

 

 

Рис. 2.2.1 

Итак, справедлива теорема: 

Теорема 2.2.1. ʅʘ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ, ʣʶʙʳʝ ʜʚʘ ʥʝʢʦʣʣʠʥʝʘʨʥʳʭ ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ ʠ ὦ 

ʦʙʨʘʟʫʶʪ ʙʘʟʠʩ. ʂʘʞʜʳʡ ʚʝʢʪʦʨ ὧ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ʦʜʥʦʟʥʘʯʥʦ ʧʨʝʜʩʪʘʚʠʤ ʚ ʚʠʜʝ 

ὧ ὥ ὦ, ʛʜʝ Ƞ  ï ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ʚʝʢʪʦʨʘ ὧ ʚ ʙʘʟʠʩʝ ὥȟὦ. 

Отметим, что таким способом можно получать не только 

прямоугольные, но и косоугольные системы координат. 

Пример. Найти координаты вектора ρȠπ в базисе ρȠς, ρȠσ. 

Решение. Запишем искомое разложение, представив наши векторы в 

виде столбцов; получим систему линейных уравнений. 

ὼẗ
ρ

ς
ώϽ

ρ

σ

ρ

π

ὼ ώ ρȟ
ςὼ σώ πȢ
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Решим полученную систему по формулам Крамера (см. ρ– ψ): 

ɝ
ρ ρ
ς σ

 υȟɝ
ρ ρ
π σ

σȟɝ
ρ ρ
ς π

ς 

и ὼ πȟφȠ  ώ πȟτ. Следовательно, 

ρȠπ πȟφϽρȠ ς  πȟτ Ͻ ρȠ σ πȟφȠ ρȟς πȟτȠ ρȟςȢ 

Искомые координаты – πȟφȠπȟτ. 

 

2.2.2. Базисы в трехмерном пространстве 

Перейдем к векторам пространстве Ὑ . Векторы из Ὑ  называются 

ʢʦʤʧʣʘʥʘʨʥʳʤʠ, если существует плоскость, которой они параллельны. 

Ввиду теоремы 2.2.1 любые три компланарных вектора линейно зависимы. 

Поэтому из теоремы о критерии линейной независимости векторов в Ὑ   (см., 

например, ρ σ) вытекает теорема 2.2.2. 

Теорема 2.2.2. Векторы ὥ ὼȠώȠᾀ , ὦ ὼȠώȠᾀ  и ὧ

 ὼȠώȠᾀ  компланарны в том и только том случае, когда:  

ɝ

ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ

ɝ

ὼ ὼ ὼ
ώ ώ ώ
ᾀ ᾀ ᾀ

πȢ 

Справедлива следующая теорема.  

Теорема 2.2.3. ɺ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ ʣʶʙʳʝ ʪʨʠ ʥʝʢʦʤʧʣʘʥʘʨʥʳʝ ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ, 

ὦȟὧ ʦʙʨʘʟʫʶʪ ʙʘʟʠʩ. ɼʣʷ ʣʶʙʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ 

ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʦʝ ʨʘʟʣʦʞʝʥʠʝ ʚʠʜʘ ὥ ὥ ὦ ̒, ʛʜʝ ȠȠ ï ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ 

ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ ʚ ʙʘʟʠʩʝ ὥȟὦȟὧ. 

Геометрический пример разложения вектора Ὠ  по правилу 

параллелепипеда см. на рис. 2.2.2 



38 
 

 

Рис.2.2.2 

Пример. Составляют ли базис в Ὑ векторы  ὥ ρȠςȠρ, ὦ ςȠπȠρ, 

ὧ σȠςȠρ? Если да, то найти разложение вектора Ὠ υȠρπȠσ по этому 

базису. 

Решение. Воспользуемся теоремой 2.2.3. 

ɝ
ρ ς ρ
ς π ρ
σ ς ρ

ςϽ
ς ρ
ς ρ

ρϽ
ρ ς
σ ς

 ςϽ π ρϽς φ τ πȢ 

Таким образом, векторы ὥ ρȠςȠρȟὦ ςȠπȠρȟὧ σȠςȠρ  не 

компланарны и по теореме 4 составляют базис в Ὑ. Ищем координаты ὼȟώȟᾀ 

вектора Ὠ в этом базисе. Из разложения ὼϽὥ ώϽὦ ᾀϽὧ Ὠ получаем 

систему уравнений и решаем ее методом Гаусса. 

ὼ ςώ σᾀ υ
ςὼ πώ ςᾀ ρπ
ὼ    ώ    ᾀ σ

ρ ς σ
ς π ς
ρ ρ ρ

υ
ρπ
σ

ρ ς σ
π τ τ
π ρ ς

υ
π
ς

 

ρ ς σ
π ρ ρ
π ρ ς

υ
π
ς

ρ π ρ
π ρ ρ
π π ρ

υ
π
ς

ρ π π
π ρ π
π π ρ

σ
ς
ς

 

Таким образом, в базисе ὥȟὦȟὧ  вектор Ὠ имеет координаты σȠςȠς, 

т.е. Ὠ σὥ ςὦ ςὧ. 
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2.2.3. Декартовы прямоугольные системы координат 

Декартовы системы координат на плоскости подробно рассматривались 

в школе. Остановимся на декартовой прямоугольной системе координат 

ὕὢὣὤ в пространстве (рис. 2.2.3, a, b). 

ὥ  ὦ  

  

Рис. 2.2.3 

Напомним, что точка ὕ называется ʥʘʯʘʣʦʤ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ, ось ὕὢ ï ʦʩʴʶ 

ʘʙʩʮʠʩʩ, ось ὕὣ ï ʦʩʴʶ ʦʨʜʠʥʘʪ и ось ὕὤ ï ʦʩʴʶ ʘʧʧʣʠʢʘʪ. Плоскости ὕὢὣ, 

ὕὢὤ и ὕὣὤ называются ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʥʳʤʠ. Три единичных взаимно 

перпендикулярных вектора Ὥ, Ὦ, Ὧ единичной длины (рис. 2.2.3, ʘ) называются 

ʦʨʪʘʤʠ, а базис ὭȟὮȟὯ – ʦʨʪʦʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʳʤ ʙʘʟʠʩʦʤ. 

Каждая точка ὓ пространства получает свои координаты ὥȟὥ ȟὥ , 

равные координатам ʨʘʜʠʫʩʘ-ʚʝʢʪʦʨʘ ὕὓ (рис. 2.2.3, b). Проводя через 

точку ὓ  плоскости, параллельные координатным плоскостям, получим 

прямой параллелепипед, диагональю которого является вектор ὕὓ. Дважды 

пользуясь правилом параллелограмма, получаем ὕὓ  ὕὃ  ὕὄ ὕὅ, то 

есть ὕὓ ὥϽ Ὥ ὥϽὮ ὥϽὯ. Дважды применяя теорему Пифагора, 

получаем  

ȿὕὓȿ ȿὕὖȿ ȿὓὖȿ ȿὕὃȿ ȿὕὄȿ ȿὓὖȿ ὥ ὥ ὥ  

и ὕὓ  ὥ ὥ ὥ  . 

Таким образом, справедлива следующая теорема. 

Теорема 2.2.4.  ʄʦʜʫʣʴ ʚʝʢʪʦʨʘ  ὓὓ  ʠ ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ ʤʝʞʜʫ ʜʚʫʤʷ 

ʪʦʯʢʘʤʠ  ὓ ὼȠώȠᾀ  ʠ ὓ ὼȠώȠᾀ  ʚʳʯʠʩʣʷʶʪʩʷ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʝ 
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ȿὓὓȿ ὓὓ ὼ ὼ ώ ώ ᾀ ᾀ Ȣ 

 

2.3. Скалярное произведение  

2.3.1. Определение скалярного произведения, примеры 

Определение 2.3.1. ʇʫʩʪʴ ὥ ὥȠὥȠȣȠὥ  ʠ ὦ ὦȠὦȠȣȠὦ  ï 

ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʝ ʚʝʢʪʦʨʳ ʠʟ ʚʝʢʪʦʨʥʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ Ὑ  ʚʝʢʪʦʨʦʚ-ʩʪʨʦʢ 

ʜʣʠʥʳ ὲ. ʉʢʘʣʷʨʥʳʤ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʤ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥ ʠ ὦ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʯʠʩʣʦ  

ὥȟὦ ὥẗὦ ὥὦ ὥὦ Ễ ὥὦȢ 

Теорема 2.3.2. ɼʣʷ ʣʶʙʳʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥȟὦȟὧɴ Ὑ  ʠ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʦʛʦ ʯʠʩʣʘ 

ᶰὙ ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʳ ʩʣʝʜʫʶʱʠʝ ʩʚʦʡʩʪʚʘ: 

1) ὥẗὥ ὥ π, ʧʨʠʯʝʤ ὥ π ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ὥ π. 

2) ὥẗὦ ὦẗὥȢ 

3) ὥẗὦ ὧ ὥẗὧ ὥẗὧȢ 

4) ὥẗὦ ὥẗὦ ὥϽὦȢ 

5) ὥẗὦ ὥẗὦ , ï ʟʜʝʩʴ ʩʧʨʘʚʘ ʦʙʳʯʥʦʝ ʤʘʪʨʠʯʥʦʝ ʫʤʥʦʞʝʥʠʝ, ὦ ï

ʚʝʢʪʦʨ-ʩʪʦʣʙʝʮ (ʟʜʝʩʴ
 
ï ʦʧʝʨʘʮʠʷ ʪʨʘʥʩʧʦʥʠʨʦʚʘʥʠʷ). 

Доказательство. Теорема доказывается непосредственной проверкой. 

Из свойств 2–4 теоремы вытекает, что 

ὥ Ͻ ὦ  ὥϽὦ  (3) 

 Определение 2.3.3. ʇʫʩʪʴ ὒ ï ʣʠʥʝʡʥʦʝ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ ʠ ʣʶʙʦʡ ʧʘʨʝ 

ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ὥȟὦɴ ὒ ʧʦʩʪʘʚʣʝʥʦ ʚ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʠʝ ʯʠʩʣʦ ὥẗὦ ὥȟὦ. ɽʩʣʠ ʜʣʷ 

ʣʶʙʳʭ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ὥȟὦȟὧɴ ὒ ʠ ʣʶʙʦʛʦ ʚʝʱʝʩʪʚʝʥʥʦʛʦ ʯʠʩʣʘ  ʚʳʧʦʣʥʷʶʪʩʷ 

ʫʪʚʝʨʞʜʝʥʠʷ 1ï4 ʪʝʦʨʝʤʳ 2.3.2, ʪʦ ʯʠʩʣʦ ὥϽὦ ʥʘʟʳʚʘʶʪ ʩʢʘʣʷʨʥʳʤ 

ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʤ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ὥȟὦɴ ὒ. ʃʠʥʝʡʥʦʝ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ ὒ ʩ ʟʘʜʘʥʥʳʤ 

ʩʢʘʣʷʨʥʳʤ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʤ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʝʚʢʣʠʜʦʚʳʤ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦʤ. 

Пример. Пусть ὒ – пространство всех непрерывных на отрезке ὥȟὦ 

функций и для любых функций Ὢ ὪὼȟὫ Ὣὼᶰὒ положим 



41 
 

 ὪȟὫ  ὪὼὫὼὨὼ 

Тогда  ὪȟὫ  – скалярное произведение и, значит, пространство ὒ с 

данным скалярным произведением является евклидовым.  

2.3.2. Свойства скалярного произведения 

Рассмотрим свойства скалярного произведения в Ὑ для случая, когда 

базис ὩȟὩȟὩ  в Ὑ  совпадает с ортонормированным базисом ὭȟὮȟὯ . 

Покажем, что в этом (и только в этом) случае скалярное произведение имеет 

простой геометрический смысл. Пусть ὥ – произвольный вектор из Ὑ . Имеем 

ὥ ὥὭ ὥὮ ὥὯ (рис.2.3.1) и ввиду теоремы 2.2.4.  

ὥ ὥ ὥ ὥ ȿὥȿȟ (4) 

где ȿὥȿ – длина вектора ὥ.  

Теорема 2.3.4. ʉʢʘʣʷʨʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ ὥϽὦ ʜʚʫʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥȟὦ ʠʟ Ὑ ʚ 

ʦʨʪʦʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʦʤ ʙʘʟʠʩʝ ὭȟὮȟὯ ʨʘʚʥʦ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʶ ʠʭ ʜʣʠʥ ʥʘ ʢʦʩʠʥʫʩ 

ʫʛʣʘ  ʤʝʞʜʫ ʥʠʤʠ, ʪ.ʝ. 

ὥϽὦ ȿὥȿẗὦẗÃÏÓȢ 

Доказательство. По теореме 2.3.2 и формуле (4) имеем 

ὥ ὦ ὥ ὦϽὥ ὦ  ὥ ὥϽὦ ὦϽὥ ὦ ȿὥȿ ςὥϽὦ ὦ Ȣ 

Следовательно 

ὥẗὦ
ὥ ὦ ȿὥȿ ὦ

ς
 

И мы показали, что скалярное произведение ὥϽὦ выражается через 

длины векторов ὥ ὦ , ὥ  и ὦ  и поэтому не зависит от выбора 

ортонормированной системы координат (при условии сохранения единицы 

длины), т.е. скалярное произведение не изменится, если систему координат 

выбрать специальным образом. Выберем систему координат ὕὢὣὤ так, 

чтобы плоскость ὕὣὤ совпадала с плоскостью векторов ὥ и ὦ так, чтобы 

вектор ὥ находился на оси ὕὣ и имел положительное направление (рис. 2.3.1, 

a, b). 
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ὥ  ὦ  

  

Рис. 2.3.1 

Такую же конфигурацию мы могли получить и в старом базисе, 

развернув надлежащим образом плоскость ὖ, в которой находятся векторы ὥ 

и ὦ. В любом случае (в выбранной системе координат, или после поворота 

плоскости ὖ) координатами вектора ὥ будут числа ὼ π, ώ ȿὥȿ и ᾀ π, 

а координатами вектора ὦ – числа ᾀ π, ώ ὦϽÃÏÓ, ᾀ  ὦϽÓÉÎ, 

ᾀ π,  где  – угол между векторами ὥ и ὦ. По определению скалярного 

произведения имеем 

ὥẗὦ ὼὼ ώώ ᾀᾀ ȿὥȿὦẗÃÏÓ 

и теорема доказана. 

2.3.3. Приложения 

Следствие 2.3.5. ʋʛʦʣ  ʤʝʞʜʫ ʥʝʥʫʣʝʚʳʤʠ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ ὥ,ὦ ʠʟ Ὑ  

ʥʘʭʦʜʠʪʩʷ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʝ 

 ÁÒÃÃÏÓ
ὼὼ ώώ ᾀᾀ

ὼ ώ ᾀϽὼ ώ ᾀ
 

ʛʜʝ ὼ, ώ, ᾀ ʠ ὼ, ώ, ᾀ  ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥ ʠ ὦ ʚ 

ʦʨʪʦʥʦʨʤʠʨʦʚʘʥʥʦʤ ʙʘʟʠʩʝ. ɺ ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ʚʝʢʪʦʨʳ ὥ ʠ ὦ ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʥʳ ʚ 

ʪʦʤ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʚ ʪʦʤ ʩʣʫʯʘʝ, ʢʦʛʜʘ  

ὥẗὦ ὼὼ ώώ ᾀᾀ πȢ 

Пример. Найти угол между векторами ὥρȠρȠρ  и ὦρȠρȠπ  (угол 

между диагональю куба и его нижней гранью (рис.2.3.2)). 
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Рис. 2.3.2 

Решение. По следствию 1 

 ÁÒÃÃÏÓ
ρ ρ π

Ѝρ ρ ρ Ͻ Ѝρ ρ π
ÁÒÃ ÃÏÓ

Ѝφ

σ
ḙσυÁ 

Замечание 2.3.6. ʉʢʘʣʷʨʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ ʚ ʝʚʢʣʠʜʦʚʦʤ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ 

ὒ ʧʦʟʚʦʣʷʝʪ ʥʘʜʝʣʠʪʴ ʝʛʦ ʛʝʦʤʝʪʨʠʯʝʩʢʠʤʠ ʩʚʦʡʩʪʚʘʤʠ. ʊʘʢ, ʥʘʧʨʠʤʝʨ, 

ʜʣʠʥʘ ʚʝʢʪʦʨʘ ʚ ὒ Ὑ  ʠ ʫʛʦʣ ʤʝʞʜʫ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ ʚʳʯʠʩʣʷʶʪʩʷ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʘʤ  

ȿὥȿ ὥȟὥ ὼ ὼ Ễ ὼȟ  ÁÒÃÃÏÓ
ὥẗὦ

ȿὥȿϽὦ
  

ɽʚʢʣʠʜʦʚʳ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ ʭʦʨʦʰʦ ʠʟʫʯʝʥʳ ʠ ʠʤʝʶʪ ʨʘʟʥʦʦʙʨʘʟʥʳʝ 

ʧʨʠʤʝʥʝʥʠʷ ʚ ʥʘʫʢʝ ʠ ʪʝʭʥʠʢʝ. ɿʘʤʝʪʠʤ ʪʘʢʞʝ, ʯʪʦ ʩʢʘʣʷʨʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ 

ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʯʘʩʪʥʳʤ ʩʣʫʯʘʝʤ, ʪʘʢ ʥʘʟʳʚʘʝʤʳʭ ʙʠʣʠʥʝʡʥʳʭ ʬʦʨʤ. 

 

2.4. Векторное произведение 

2.4.1. Определение векторного произведения 

Определение 2.4.1. ʇʫʩʪʴ ὥ ʠ ὦ ï ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʝ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ Ὑ . 

ɺʝʢʪʦʨʥʳʤ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʤ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥ ʠ ὦ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʪʨʝʪʠʡ ʚʝʢʪʦʨ 

ὧ ὥ ὦ ὥȟὦ (ʩʤ. ʨʠʩ.2.4.1), ʪʘʢʦʡ ʯʪʦ  

1) ὧ ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʝʥ ʚʝʢʪʦʨʘʤ ὥ ʠ ὦ; 

2) ȿὧȿ  ȿὥȿẗὦϽÓÉÎ , ʛʜʝ  ï ʫʛʦʣ ʤʝʞʜʫ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠὥ ʠ ὦ; 

3) ὥȟὦȟὧ ï ʧʨʘʚʘʷ ʪʨʦʡʢʘ ʚʝʢʪʦʨʦʚ, ʪ.ʝ. ʚʝʢʪʦʨ ὧ ʥʘʧʨʘʚʣʝʥ ʪʘʢ, 

ʯʪʦ ʝʩʣʠ ʧʦʤʝʩʪʠʪʴ ʥʘʯʘʣʘ ʚʩʝʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥȟὦ ʠ ὧ ʚ ʦʜʥʫ ʪʦʯʢʫ ʠ 
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ʩʤʦʪʨʝʪʴ ʠʟ ʢʦʥʮʘ ʚʝʢʪʦʨʘ ὧ, ʪʦ ʢʨʘʪʯʘʡʰʠʡ ʧʦʚʦʨʦʪ ʦʪ 

ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ ʢ ʚʝʢʪʦʨʫ ὦ ʙʫʜʝʪ ʚʠʜʝʥ ʧʨʦʪʠʚ ʯʘʩʦʚʦʡ ʩʪʨʝʣʢʠ. 

 

Рис. 2.4.1 

Пример. ʅʘʡʪʠ ʚʝʢʪʦʨʥʳʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʷ ʦʨʪ Ὥ, Ὦ, Ὧ (ʨʠʩ 2.4.2). 

Решение. Так как Ὥ Ὦ Ὧ ρ, ÓÉÎπ πȟ  ÓÉÎωπÁ ρ, то  

Ὥ Ὥ Ὦ Ὦ Ὧ Ὧ πȠ 

Ὥ  Ὦ ὯȠ  Ὦ Ὧ ὭȠὯ Ὥ ὮȠ 

Ὦ Ὥ ὯȠὯ Ὦ ὭȠ Ὥ Ὧ ὮȢ 

 

Рис. 2.4.2 

2.4.2. Свойства векторного произведения 

Теорема 2.4.2. ɼʣʷ ʣʶʙʳʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥȟὦȟὧɴ Ὑ ʠ ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʦʛʦ ʯʠʩʣʘ 

ᶰὙ ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʳ ʩʣʝʜʫʶʱʠʝ ʩʚʦʡʩʪʚʘ. 

1) ὥ ὦ π, ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥ ʠ ὦ ʢʦʣʣʠʥʝʘʨ-

ʥʳ. 
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2) ɼʣʠʥʘ ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ ὦ ʯʠʩʣʝʥʥʦ ʨʘʚʥʘ ʧʣʦʱʘʜʠ ʧʘʨʘʣʣʝʣʦʛʨʘʤʤʘ, 

ʩʪʦʨʦʥʘʤʠ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʷʚʣʷʶʪʩʷ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥ ʠ ὦ. 

3) ὥ ὦ ὦ ὥ ï ʘʥʪʠʢʦʤʤʫʪʘʪʠʚʥʦʩʪʴ ʫʤʥʦʞʝʥʠʷ. 

4) ὥ ὦ ὧ ὥ ὧ ὥ ὧ ï ʜʠʩʪʨʠʙʫʪʠʚʥʦʩʪʴ ʫʤʥʦʞʝʥʠʷ. 

5) ὥ ὦ ὥ ὦ ὥ ὦ. 

Доказательство. 1) Утверждение очевидно, когда один из векторов ὥ и 

ὦ нулевой. Если ὥ π и ὦ π, то ὥ ὦ π тогда и только тогда, когда 

sin π, где  – угол между векторами ὥ и ὦ. Отсюда  π или  “ и, 

значит, векторы ὥ и ὦ коллинеарны. 

2) Вытекает из условия 2 определения 2.4.1 и известной формулы 

площади параллелограмма Ὓ ȿὥȿϽὦϽÓÉÎȢ 

Свойства 3–4 рекомендуется доказать самостоятельно. Свойство 5 

примем без доказательств. Из свойств 4–5 вытекает, что  

 ὥ ὦ   ὥ ὦ  (5) 

Теорема 2.4.3. Если ὥ ὼὭ ώὮ ᾀὯȟὦ ὼὭ ώὮ ᾀὯ, то  

ὥ ὦ Ὥ
ώ ᾀ
ώ ᾀ Ὦ

ὼ ᾀ 
ὼ ᾀ Ὧ

ὼ ώ
ὼ ώ

Ὥ Ὦ Ὧ
ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ

 

Доказательство. Используя формулу (5) и пример 7, последовательно 

получаем 

ὥ ὦ ὼὭ ώὮ ᾀὯ ὼὭ ώὮ ᾀὯ             

ὼὼ Ὥ Ὦ  ὼώ Ὥ Ὦ ὼᾀ Ὥ Ὧ  

 ώὼ Ὦ Ὥ ώώ  Ὦ Ὦ  ώᾀ Ὦ Ὧ  

ᾀὼ Ὧ Ὥ ᾀώ Ὧ Ὦ ᾀᾀ Ὧ Ὧ

ὼώὯ  ὼᾀ Ὦ ώὼὯ ώᾀὭ ᾀὼὮ ᾀώὭ

ώᾀ ᾀώ Ὥ ὼᾀ ᾀὼ Ὦ ὼώ ώὼ Ὧ

Ὥ
ώ ᾀ
ώ ᾀ  Ὦ

ὼ ᾀ
ὼ ᾀ Ὧ

ὼ ώ
ὼ ώ

Ὥ Ὦ Ὧ
ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ
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Теорема доказана. 

 

2.4.3. Приложения векторного произведения 

Пример. Найти площадь треугольника ὃὄὅ, если ὃρȠρȠρ, ὄςȠσȠτ, 

ὅτȠσȠς (рис 2.4.3). 

Решение. По свойству 2 теоремы 2.4.2 получаем 

Ὓ Ὓ ὃὄ ὃὅ. 

Находим векторы ὃὄ ςȠσȠτ ρȠρȠρ ρȠςȠσ  и ὃὅ

τȠσȠς ρȠρȠρ σȠςȠρ  и по теореме 2.4.3 вычисляем их векторное 

произведение: 

ὃὄ ὃὅ  
Ὥ Ὦ Ὧ
ρ ς σ
σ ς ρ

 

Ὥ
ς σ
ρ ρ

Ὦ
ρ σ
σ ρ

 Ὧ
ρ ς
σ ς

 τὭ ψὮ τὯ. 

 

Рис. 2.4.3 

Используя формулу (4), находи Ὓ  τ ψ τ

Ѝωφ ςЍφ  кв. ед. 

Замечание 2.4.4. ʃʠʥʝʡʥʦʝ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ Ὑ  ʦʪʥʦʩʠʪʝʣʴʥʦ 

ʚʝʢʪʦʨʥʦʛʦ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʷ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʘʣʛʝʙʨʦʡ ʃʠ (ʉʦʬʫʩ ʃʠ ï ʥʦʨʚʝʞʩʢʠʡ 

ʤʘʪʝʤʘʪʠʢ 19-ʛʦ ʚʝʢʘ). ɺ ʦʙʱʝʡ ʪʝʦʨʠʠ ʘʣʛʝʙʨ ʃʠ ʠʟʫʯʘʶʪʩʷ ʘʣʛʝʙʨʳ 

ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʭ ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʝʡ (ʢʦʥʝʯʥʳʭ ʠ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʳʭ). ʊʘʢ, ʥʘʧʨʠʤʝʨ, 

ʥʝʢʦʪʦʨʳʝ ʘʣʛʝʙʨʳ ʃʠ ʩ ʙʘʟʠʩʘʤʠ, ʦʯʝʥʴ ʧʦʭʦʞʠʤʠ ʥʘ ʙʘʟʠʩ ὭȟὮȟὯȟ ʠʤʝʶʪ 

ʨʘʟʤʝʨʥʦʩʪʠ σȟφȟρπȟȣȟ ȟȣ (ɸ.ʀ. ʉʦʟʫʪʦʚ, ʉʠʙʠʨʩʢʠʡ ʤʘʪʝʤʘʪʠʯʝʩʢʠʡ 

ʞʫʨʥʘʣ, 1993ʛ. ʩʪʨ. 893-901). 
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2.5. Смешанное произведение 

2.5.1 Определение и свойства смешанного произведения 

Определение 2.5.1. Пусть ὥȟὦ  и ὧ  – произвольные векторы 

пространства Ὑ . Смешанным произведением векторов ὥȟὦ и ὧ называется 

число ὥȟὦȟὧ Ὀὥȟὦȟὧ  ὥϽὦ ὧ Ȣ 

Теорема 2.5.2. Если ὥ ὼὭ ώὮ ᾀὯ, ὦ ὼὭ ώὮ ᾀὯ, и 

ὧ ὼὭ ώὮ ᾀὯ, то 

ὥϽὦ ὧ ὥȟὦȟὧ

ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ

Ȣ  

Доказательство. По теореме 2.4.3. 

Ὠ ὦ ὧ Ὥ
ώ ᾀ
ώ ᾀ Ὦ

ὼ ᾀ 
ὼ ᾀ Ὧ

ὼ ώ
ὼ ώ . 

Умножая скалярно вектор ὥ на вектор Ὠ,  получаем 

ὥȟὧȟὦ ὥϽὨ  ὼ
ώ ᾀ
ώ ᾀ  ώ

ὼ ᾀ
ὼ ᾀ ᾀ

ὼ ώ
ὼ ώ

ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ
ὼ ώ ᾀ

Ȣ 

Теорема доказана 

Теорема 2.5.3. Справедливы следующие свойства: 

1) ὥϽὦ ὧ  ὥȟὦȟὧ π тогда и только тогда, когда ὥȟὦȟὧ  

правая тройка; 

2) Число ὥȟὦȟὧ  равно объему параллелепипеда, ребрами которого 

являются векторы ὥȟὦȟὧ; 

3) ὥϽὦ ὧ  ὥȟὦȟὧ π тогда и только тогда, когда векторы ὥȟὦȟὧ 

компланарны; 

4) ὥϽὦ ὧ ὦϽὧ ὥ ὧϽὥ ὦ ὥϽὧ ὦ  

ὧẗὦ ὥ ὦϽὥ ὧȢ  

Доказательство. 1) скалярное произведение вектора ὥ на вектор 

Ὠ ὦ ὧ положительно только в том и только том случае, если угол между 
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этими векторами меньше ωπÁ (см.теорему 2.3.4), и теперь достаточно 

обратиться к рисунку 2.5.1, a. (2.5.2,а). 

2) объем ὠ параллелепипеда (см.рис. 2.5.1 b (2.5.2, b)) вычисляется по 

формуле: ὠ ὌϽὛ . По теореме 2.4.3 Ὓ Ὠȟ где Ὠ ὦ ὧ. Далее, 

высота Ὄ параллелепипеда очевидно равна ȿὥȿϽcos α , где α – угол между 

векторами ὥ  и Ὠ. Таким образом, используя теорему 2.4.3, получаем 

ὠ ȿὥȿϽȿÃÏÓȿϽὨ ὥϽὨ ὥȟὦȟὧȢ 

3) легко следует из второго утверждения теоремы. 

4) вытекает из того, что если, например, первые три тройки векторов из 

утверждения правые, то последние три тройки– левые.  

Теорема доказана. 

ὥ  ὦ  

 
 

Рис. 2.5.1 

 

2.5.2. Приложения смешанного произведения 

Пример. Найти объем пирамиды ὃὄὅὈ, если ὃρȠρȠρ , ὄςȠσȠτ , 

ὅτȠσȠς, ὈυȠχȠψ. 

Решение. Построим схематический чертеж (рис. 2.5.2) 
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ὥ  ὦ  

  

Рис. 2.5.2 

Как упоминалось выше, объем пирамиды ὠ  равен  от объема 

параллелепипеда ὠ, построенного на векторах ὃὄȟὃὅȟὃὈ (рис.2.5.2, b). 

По теореме 2.5.3, ὠ ὃὄȟὃὅȟὃὈ. Находим векторы 

ὃὄ ςȠσȠτ ρȠρȠρ ρȠςȠσ  

ὃὅ τȠσȠς ρȠρȠρ σȠςȠρ  

ὃὈ υȠχȠψ ρȠρȠρ τȠφȠχ  

И используя теорему 2.5.2 вычисляем их смешанное произведение: 

ρ ς σ
σ ς ρ
τ φ χ

τ
ς σ
ς ρ

φ
ρ σ
σ ρ

χ
ρ ς
σ ς

τϽτ ψϽφ τϽχ τ. 

Таким образом, ὠ Ͻτ  куб.ед. 

Пусть ὒ Ὑ  – евклидово пространство и ὥȟȣȟὥ  – произвольные 

векторы из ὲ. Как известно ρ σ , если определить ɝ Ὀὥȟȣȟὥ , 

составленный из векторов-строк ὥȟȣȟὥ  отличен от 0, то векторы ὥȟȣȟὥ 

линейно независимы и образуют базис в Ὑ . Выясним геометрический смысл 

смешанного произведения в Ὑ. 

Теорема 2.5.4. ʇʫʩʪʴ ὥȟὦ ï ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʳʝ ʚʝʢʪʦʨʳ ʠʟ Ὑ ʠ Ὀὥȟὦ ï ʠʭ 

ʩʤʝʰʘʥʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ. ʉʧʨʘʚʝʜʣʠʚʳ ʩʣʝʜʫʶʱʠʝ ʫʪʚʝʨʞʜʝʥʠʷ: 
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1) Ὀὥȟὦ π ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ὥȟὦ  ï ʧʨʘʚʘʷ ʜʚʦʡʢʘ 

ʚʝʢʪʦʨʦʚ, ʪ.ʝ. ʢʨʘʪʯʘʡʰʠʡ ʧʦʚʦʨʦʪ ʦʪ ʚʝʢʪʦʨʘ ὥ ʢ ʚʝʢʪʦʨʫ ὦ 

ʧʨʦʠʩʭʦʜʠʪ ʧʨʦʪʠʚ ʯʘʩʦʚʦʡ ʩʪʨʝʣʢʠ; 

2) ʏʠʩʣʦ ὥȟὦ  ʨʘʚʥʦ ʧʣʦʱʘʜʠ ʧʘʨʘʣʣʝʣʦʛʨʘʤʤʘ, ʩʪʦʨʦʥʘʤʠ 

ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʷʚʣʷʶʪʩʷ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὦ; 

3) Ὀὥȟὦ π  ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὦ 

ʢʦʣʣʠʥʝʘʨʥʳ; 

4) Ὀὥȟὦ  Ὀὦȟὥ. 

Доказательство. Совместим нашу плоскость с координатной 

плоскостью ὕὢὣ трехмерного пространства. Тогда двумерные векторы 

ὥ ὼȟώ  и ὦ ὼȟώ являются и трехмерными векторами, причем 

ὥ ὼὭ ώὮ πϽὯ , ὦ ὼὭ ώ Ὦ πϽὯ . Вычислим их векторное 

произведение по формуле из теоремы 2.4.3: 

ὧ ὥ ὦ
Ὥ Ὦ Ὧ
ὼ ώ π
ὼ ώ π

 Ὧ
ὼ ώ
ὼ ώ ὈὥȟὦϽὯȢ 

По теореме 2.4.2 площадь параллелограмма со сторонами ὥȟὦ равна 

ȿὧȿ Ὀὥȟὦ  и утверждение 2 теоремы доказано. 

Согласно определению 2.4.1 если пара векторов ὥȟὦ правая, то есть 

кратчайший поворот от вектора ὥ к вектору ὦ происходит против часовой 

стрелки, то вектор ὧ будет направлен «вверх» и, значит, его координата  

ᾀ Ὀὥȟὦ – положительное число. Следовательно, утверждение 1 теоремы 

верно. 

Далее, ὥ ὦ π тогда и только тогда, когда векторы ὥ и ὦ 

коллинеарны (утверждение 2 теоремы 2.4.2). Наконец, из свойства 3 теоремы 

2.4.2 вытекает последнее утверждение теоремы. Теорема доказана. 

Замечание 2.5.5. ɽʩʣʠ ὥȟȣȟὥ  ï ʚʝʢʪʦʨʳ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ Ὑ , ʪʦ 

ʤʦʜʫʣʴ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ɝ Ὀὥȟȣȟὥ  ʨʘʚʝʥ ʦʙʲʝʤʫ ὲ-ʤʝʨʥʦʛʦ ʧʘʨʘʣʣʝ-

ʣʝʧʠʧʝʜʘ, ʨʝʙʨʘʤʠ ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʷʚʣʷʶʪʩʷ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟȣȟὥ. ʇʨʠ ʵʪʦʤ ʟʥʘʢ 

ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʷ ɝ ʩʦʚʧʘʜʘʝʪ ʩ çʣʝʚʦʡè ʠʣʠ çʧʨʘʚʦʡè ʦʨʠʝʥʪʘʮʠʝʡ ʩʠʩʪʝʤʳ 

ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὥȟȣȟὥ. ʇʦʵʪʦʤʫ ʩʤʝʰʘʥʥʦʝ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ Ὀὥȟȣȟὥ  ʚ ʦʙʱʝʤ 

ʩʣʫʯʘʝ ʯʘʩʪʦ ʥʘʟʳʚʘʶʪ ʩʤʝʰʘʥʥʳʤ ʦʙʲʝʤʦʤ. 
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Глава 3. Линейное пространство 

 

3.1. Определение линейного пространства 

Введем понятие линейного или векторного пространства. Пусть 

имеется множество ὒ элементов произвольной природы, которые будем обо-

значать строчными латинскими буквами со стрелочками ὥȟὦȟȣȟὼȟώȟȣ . 

Вместе с элементами множества ὒ будем рассматривать действительные 

числа (а также рациональные, комплексные и др., составляющие поле), для 

обозначения которых воспользуемся малыми греческими буквами ȟȟȣ 

Определение 3.1.1.  ʄʥʦʞʝʩʪʚʦ ὒ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʣʠʥʝʡʥʳʤ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪ-

ʚʦʤ, ʝʩʣʠ: 

1) ʣʶʙʳʤ ʜʚʫʤ ʵʣʝʤʝʥʪʘʤ ὼȟώ ʠʟ ὒ ʦʜʥʦʟʥʘʯʥʦ ʩʪʘʚʠʪʩʷ ʚ ʩʦʦʪʚʝʪ-

ʩʪʚʠʝ ʥʝʢʦʪʦʨʳʡ ʵʣʝʤʝʥʪ ʪʦʛʦ ʞʝ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ ὒ, ʥʘʟʳʚʘʝʤʳʡ ʠʭ 

ʩʫʤʤʦʡ; ʩʫʤʤʘ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ ὼȟώ ʦʙʦʟʥʘʯʘʝʪʩʷ ʯʝʨʝʟ ὼ ώ; 

2) ʣʶʙʦʤʫ ʯʠʩʣʫ  ʠ ʣʶʙʦʤʫ ʵʣʝʤʝʥʪʫ ὼ ʠʟ ὒ ʦʜʥʦʟʥʘʯʥʦ ʩʪʘʚʠʪʩʷ ʚ 

ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʠʝ ʥʝʢʦʪʦʨʳʡ ʵʣʝʤʝʥʪ ʪʦʛʦ ʞʝ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ ὒ, 

ʥʘʟʳʚʘʝʤʳʡ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝʤ  ʥʘ ὼ ʠʣʠ ὼ ʥʘ ; ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ 

ʦʙʦʟʥʘʯʘʝʪʩʷ ʯʝʨʝʟ ὼ ʠʣʠ ὼ; 

3) ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʵʣʝʤʝʥʪʦʚ  ὼȟώȟᾀ ʠʟ ὒ ʠ ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʯʠʩʝʣ  ʠ  

ʚʳʧʦʣʥʝʥʳ ʩʣʝʜʫʶʱʠʝ ʘʢʩʠʦʤʳ: 

а) ʢʦʤʤʫʪʘʪʠʚʥʦʩʪʴ (ʧʝʨʝʩʪʘʥʦʚʦʯʥʦʩʪʴ): ὼ ώ ώ ὼ; 

б) ʘʩʩʦʮʠʘʪʠʚʥʦʩʪʴ (ʩʦʯʝʪʘʪʝʣʴʥʦʩʪʴ): ὼ ώ ᾀ ὼ ώ ᾀ; 

в) ʚ ὒ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʵʣʝʤʝʥʪ π ʪʘʢʦʡ, ʯʪʦ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ ὼɴ ὒ 

ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ὼ π ὼ. ʕʣʝʤʝʥʪ π ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʫʣʝʚʳʤ; 

г)  ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ ʵʣʝʤʝʥʪʘ ὼɴ ὒ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʵʣʝʤʝʥʪ ώɴ ὒ ʪʘʢʦʡ, 

ʯʪʦ 

ὼ ώ π. ʕʣʝʤʝʥʪ ώ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʨʦʪʠʚʦʧʦʣʦʞʥʳʤ ʜʣʷ ὼ ʠ 

ʦʙʦʟʥʘʯʘʝʪʩʷ ʯʝʨʝʟ ὼ; 

д) ʘʩʩʦʮʠʘʪʠʚʥʦʩʪʴ: ὼ ὼ; 

е) ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ ʣʶʙʦʛʦ ʵʣʝʤʝʥʪʘ ὼ ʥʘ ʯʠʩʣʦ 1 ʨʘʚʥʦ ὼ: ρϽὼ ὼ; 
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ж) ʜʠʩʪʨʠʙʫʪʠʚʥʦʩʪʴ ʜʣʷ ʯʠʩʣʦʚʦʛʦ ʩʦʤʥʦʞʠʪʝʣʷ: ὼ ώ

ώ ὼ; 

з) ʜʠʩʪʨʠʙʫʪʠʚʥʦʩʪʴ ʜʣʷ ʩʦʤʥʦʞʠʪʝʣʷ ʠʟ ὒ:  ὼ ὼ  ὼȢ 

ʕʣʝʤʝʥʪʳ ʣʠʥʝʡʥʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ ʧʨʠʥʷʪʦ ʪʘʢʞʝ ʥʘʟʳʚʘʪʴ 

ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ, ʘ ʩʘʤʦ ʣʠʥʝʡʥʦʝ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦ ð ʚʝʢʪʦʨʥʳʤ. 

Из аксиом а) – з) следует, что выражения, содержащие векторы из ὒ, 

можно преобразовывать, как обычные многочлены (раскрывать скобки, 

приводить подобные и т.д.). 

Подчеркнем, что линейные пространства можно рассматривать над 

любым числовым полем, а не только над полем действительных чисел. Так, 

например, поле Ὑ действительных чисел является линейным пространством 

над полем ὗ рациональных чисел. Но мы в дальнейшем будем рассматривать 

только действительные пространства, имея в виду, что большинство 

вводимых понятий и доказываемых утверждений справедливы и для 

линейных пространств над произвольным полем. 

Приведем другие примеры линейных пространств. 

Пример.  

1. Множество всех упорядоченных пар ὼȟώ действительных чисел ὼ, 

 ̔с операциями сложения и умножения на число: 

ὼȟώ ὼȟώ ὼ ὼȟώ ώ ȟ 

ὼȟώ ὼȟώ. 

2. Множество всех конечных последовательностей фиксированной 

длины ὲ, составленных из действительных чисел, с операциями 

ὼȟὼȟȣȟὼ ώȟώȟȣȟώ ὼ ώȟὼ ώȟȣȟὼ ώ ȟ 

ὼȟὼȟȣȟὼ ὼȟ ὼȟȣȟὼ Ȣ 

Данное линейное пространство называется арифметическим про-

странством векторов-строк длины ὲ и обозначается Ὑ . Нетрудно 

сообразить, что наряду с пространством строк можно рассмотреть и 

арифметическое пространство векторов-столбцов длины ὲ. 

3. Множество всех свободных векторов плоскости (трехмерного 

пространства) с обычными операциями сложения и умножения на 

число. 
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4. Множество всех матриц с действительными элементами относи-

тельно операций сложения и умножения матриц на число. 

5. Множество Ὑ ὼ всех многочленов степени ὲ с коэффициентами 

из Ὑ. 

6. Множество Ὑὼ всех многочленов с коэффициентами из Ὑ. 

7. Множество всех действительных функций, определенных на 

отрезке ὥȟὦ числовой оси. 

8. Множество ὒὥȟὦ всех непрерывных на ὥȟὦ действительных 

функций. 

Определение 3.1.2. ʅʝʧʫʩʪʘʷ ʩʦʚʦʢʫʧʥʦʩʪʴ Ὗ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ʢʘʢʦʛʦ-ʥʠʙʫʜʴ 

ʣʠʥʝʡʥʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ ὒ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʣʠʥʝʡʥʳʤ ʧʦʜʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʦʤ ʵʪʦʛʦ 

ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ, ʝʩʣʠ ʚʳʧʦʣʥʷʶʪʩʷ ʩʣʝʜʫʶʱʠʝ ʫʩʣʦʚʠʷ: 

1) ʝʩʣʠ Ὗ ʩʦʜʝʨʞʠʪ ʢʘʢʦʡ-ʥʠʙʫʜʴ ʚʝʢʪʦʨ ὥ, ʪʦ Ὗ ʩʦʜʝʨʞʠʪ ʠ ʚʩʝ 

ʢʨʘʪʥʳʝ ὥ, ʛʜʝ  ï ʜʝʡʩʪʚʠʪʝʣʴʥʦʝ ʯʠʩʣʦ; 

2) ʝʩʣʠ Ὗ ʩʦʜʝʨʞʠʪ ʢʘʢʠʝ-ʥʠʙʫʜʴ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὦ, ʪʦ U ʩʦʜʝʨʞʠʪ ʠ ʠʭ 

ʩʫʤʤʫ ὥ ὦ. 

Легко видеть, что эти два условия равносильны одному: ʝʩʣʠ Ὗ ʩʦʜʝʨ-

ʞʠʪ ʢʘʢʠʝ-ʥʠʙʫʜʴ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὦ, ʪʦ Ὗ ʩʦʜʝʨʞʠʪ ʠ ʣʶʙʫʶ ʠʭ ʣʠʥʝʡʥʫʶ 

ʢʦʤʙʠʥʘʮʠʶ ὥ ὦ. 

 

3.2.Линейно независимые системы векторов, базисы  

Пусть ὥȟὥȟȣȟὥ ï векторы, ȟȟȣȟï некоторые действительные 

числа. Выражение ὥ ὥ Ễ ὥ называется линейной 

комбинацией векторов ὥȟὥȟȣȟὥ с коэффициентами ȟȟȣȟ  . 

Определение 3.2.1 ɺʝʢʪʦʨʳὥȟὥȟȣȟὥ  ʠʟ Ὑ  ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ ʣʠʥʝʡʥʦ 

ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʳʤʠ (ʩʠʩʪʝʤʘ ʵʪʠʭ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ʣʠʥʝʡʥʦ ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʘ), ʝʩʣʠ ʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

ὥ ὥ Ễ ὥ π (1) 

ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʪʦʣʴʢʦ ʜʣʷ ʯʠʩʝʣ   Ễ   π. ɺ ʧʨʦʪʠʚʥʦʤ ʩʣʫʯʘʝ 

ʵʪʠ ʚʝʢʪʦʨʳ ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ ʣʠʥʝʡʥʦ ʟʘʚʠʩʠʤʳʤʠ (ʩʠʩʪʝʤʘ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ʣʠʥʝʡʥʦ 

ʟʘʚʠʩʠʤʘ). ʊʘʢʠʤ ʦʙʨʘʟʦʤ, ʝʩʣʠ ʠʤʝʝʪ ʤʝʩʪʦ ʨʘʚʝʥʩʪʚʦ (1), ʚ ʢʦʪʦʨʦʤ ʥʝ 
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ʚʩʝ ʯʠʩʣʘ ȟȟȣȟ  ʨʘʚʥʳ 0, ʪʦ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὥȟȣȟὥ  ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ ʣʠʥʝʡʥʦ 

ʟʘʚʠʩʠʤʳʤʠ. 

Например, легко убедиться, что векторы ρȟπȟπ , πȟρȟπ , πȟπȟρ  ли-

нейно независимы, а векторы ὥ ρȟπȟρ , ὦ ςȟρȟπ , ὧ ρȟρȟρ , 

Ὠ ρȟρȟσ  линейно зависимы, так как ὥ ὦ ςὧ Ὠ π. Читателю 

рекомендуется проверить последнее равенство.  

Предположим, что векторы ὥȟὥȟȣȟὥ  линейно зависимы, т.е. для них 

можно составить равенство (1), в котором не все числа , равны π, 

например,  π .Тогда 

ὥ



ὥ Ễ




ὥȟ 

т.е. вектор ὥ является линейной комбинацией остальных векторов. Обратно, 

если вектор ὥ является линейной комбинацией остальных векторов ὥ

ὥ Ễ ὥ , то 

ὥ ὥ Ễ ὥ πȟ 

т.е. векторы ÁȟÁȟȣȟÁ, линейно зависимы. Таким образом, мы доказали 

лемму. 

Лемма 3.2.2 ɺʝʢʪʦʨʳ ÁȟÁȟȣȟÁ ʣʠʥʝʡʥʦ ʟʘʚʠʩʠʤʳ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ 

ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʭʦʪʷ ʙʳ ʦʜʠʥ ʠʟ ʥʠʭ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʣʠʥʝʡʥʦʡ ʢʦʤʙʠʥʘʮʠʝʡ ʦʩʪʘʣʴʥʳʭ 

ʚʝʢʪʦʨʦʚ. 

Докажите самостоятельно следующую лемму. 

Лемма 3.2.3 ɽʩʣʠ ʩʨʝʜʠ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ÁȟÁȟȣȟÁ  ʥʘʭʦʜʠʪʩʷ ʚʝʢʪʦʨ π, ʪʦ 

ʦʥʠ ʣʠʥʝʡʥʦ ʟʘʚʠʩʠʤʳ. 

Обратимся к свойствам систем векторов арифметического простран-

ства Ὑ  (пункт 2 из примера). 

Теорема 3.2.4 ɽʩʣʠ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ Ў, ʩʪʦʣʙʮʘʤʠ (ʠʣʠ ʩʪʨʦʢʘʤʠ) 

ʢʦʪʦʨʦʛʦ ʷʚʣʷʶʪʩʷ ʚʝʢʪʦʨʳ ὥȟὥȟȣȟὥ ʠʟ Ὑ  ʦʪʣʠʯʝʥ ʦʪ π, ʪʦ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ 

ʚʝʢʪʦʨʘ ὦ ʠʟ Ὑ  ʚʝʢʪʦʨʥʦʝ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝ 

ὼὥ ὼὥ Ễ ὼὥ ὦ (2) 

ʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʥʦʩʪʠ ʦʜʥʦ ʨʝʰʝʥʠʝ. ɺ ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ὥȟὥȟȣȟὥ  ï ʣʠʥʝʡʥʦ 

ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʘʷ ʩʠʩʪʝʤʘ ʚʝʢʪʦʨʦʚ. 
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Доказательство. Пусть ὦ ὦȟὦȟȣȟὦ  и ὥ ὥȟὥȟȣȟὥ  для 

ρ Ὥ ὲ. Запишем в равенстве (2) векторы ὥ, в виде столбцов: 

ὼϽ

ὥ
ὥ
ể
ὥ

ὼϽ

ὥ
ὥ
ể
ὥ

Ễ ὼϽ

ὥ
ὥ
ể
ὥ

ὦ
ὦ
ể
ὦ

 

Приравнивая соответствующие координаты, получим систему 

уравнений: 

ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȟ
ȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣȣ
ὥ ὼ ὥ ὼ Ễ ὥ ὼ ὦȢ

 

 

(3) 

Пусть ὃ – матрица системы. Тогда Ў ȿὃȿ π и по свойству 

определителей ȿὃȿ ȿὃȿ Ў π . По теореме Крамера система (3) 

разрешима и имеет единственное решение. В частности, при ὦ π система 

имеет единственное решение ὼ ὼ  ȢȢȢ ὼ π и по определению (3.2.1) 

векторы ὥȟὥȟȣȟὥ линейно независимы. Теорема доказана. 

Теорема 3.2.5 ɺʝʢʪʦʨʳ ὥȟὥȟȣȟὥ ʠʟ Ὑ  ʣʠʥʝʡʥʦ ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʳ ʪʦʛʜʘ ʠ 

ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʦʧʨʝʜʝʣʠʪʝʣʴ Ў, ʩʦʩʪʘʚʣʝʥʥʳʡ ʠʟ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʵʪʠʭ 

ʚʝʢʪʦʨʦʚ, ʦʪʣʠʯʝʥ ʦʪ π. 

Доказательство. Если ɝ π, то теорема следует из теоремы 3.2.4. 

Пусть векторы ὥȟὥȟȣȟὥ  , линейно независимы и Ў – составленный 

из них определитель. Предположим, что Ў π. Тогда приводя определитель 

Ў к треугольному виду с помощью элементарных преобразований строк, мы 

на некотором шаге получим в нем нулевую строку с номером Ὧ. Это 

означает, что данная строка является линейной комбинацией других строк. 

Но тогда по лемме 3.2.2 строки определителя Ў, т.е. векторы ὥȟὥȟȣȟὥ 

линейно зависимы, что противоречит условиям теоремы. Значит, наше 

предположение неверно и Ў π. Теорема доказана. 

Пример. Являются ли линейно независимыми системы векторов 

ςȟπȟσȟσȟυȟπȟ ρȟπȟς  и ςȟσȟτȟρȟςȟςȟτȟχȟψ . 

Решение. Составим определители из координат этих векторов: 

Ў
ς π σ
σ υ π
ρ π ς

ȟ              Ў
ς σ τ
ρ ς ς
τ χ ψ

Ȣ  
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Вычислим Ўи Ў: 

Ў ς
υ π
π ς

σ
σ υ
ρ π

ςϽρπσϽυ υ π, 

Ў ς
ς ς
χ ψ

σ
ρ ς
τ ψ

τ
ρ ς
τ χ

ςϽς σϽπ τϽ ρ πȢ 

Поскольку Ў π, первая тройка векторов линейно независима. Напротив, 

вторая тройка векторов линейно зависима, так как Ў π. 

Введем понятие базиса. 

Определение 3.2.6. ɹʘʟʠʩʦʤ (ʙʘʟʦʡ) ʣʠʥʝʡʥʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʫʧʦʨʷʜʦʯʝʥʥʘʷ ʩʠʩʪʝʤʘ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ὩȟὩȟȣ (ʢʦʥʝʯʥʘʷ ʠʣʠ 

ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʘʷ), ʢʦʪʦʨʘʷ ʫʜʦʚʣʝʪʚʦʨʷʝʪ ʩʣʝʜʫʶʱʠʤ ʪʨʝʙʦʚʘʥʠʷʤ: 

1) ʚʝʢʪʦʨʳ ʩʠʩʪʝʤʳ ʣʠʥʝʡʥʦ ʥʝʟʘʚʠʩʠʤʳ; 

2) ʢʘʞʜʳʡ ʚʝʢʪʦʨ ὼ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ ʝʩʪʴ ʣʠʥʝʡʥʘʷ ʢʦʤʙʠʥʘʮʠʷ ʚʝʢʪʦ-

ʨʦʚ ʵʪʦʡ ʩʠʩʪʝʤʳ, ʪ.ʝ. ὼ Ὡ Ὡ Ễȟ ʚ ʢʦʪʦʨʦʡ ʪʦʣʴʢʦ 

ʢʦʥʝʯʥʦʝ ʯʠʩʣʦ ʢʦʵʬʬʠʮʠʝʥʪʦʚ , ʦʪʣʠʯʥʦ ʦʪ π. 

ɺ ʵʪʦʤ ʩʣʫʯʘʝ ʛʦʚʦʨʷʪ, ʯʪʦ ʚʝʢʪʦʨ ὼ ʨʘʟʣʦʞʝʥ ʧʦ ʙʘʟʠʩʫ ὩȟὩȟȣ 

ʂʦʵʬʬʠʮʠʝʥʪʳ ʨʘʟʣʦʞʝʥʠʷ ȟȟȣ ʥʘʟʳʚʘʶʪ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʘʤʠ ʚʝʢʪʦʨʘ ὼʚ 

ʙʘʟʠʩʝ ὩȟὩȟȣ 

В определении сказано, что базис – упорядоченная система векторов. 

Это означает, что каждому вектору в базисе приписан определенный номер. 

Поэтому из одной и той же системы векторов можно получить разные 

базисы, по-разному нумеруя векторы. 

Линейные пространства, для которых существуют базисы, состоящие 

из конечного числа элементов, называются ʢʦʥʝʯʥʦʤʝʨʥʳʤʠ. Линейные 

пространства, все базисы которых бесконечны, называются 

ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦʤʝʨʥʳʤʠ. 

Теорема 3.2.7. ʇʫʩʪʴ ὩȟὩȟȣ  – ʙʘʟʠʩ ʣʠʥʝʡʥʦʛʦ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ ὒ. 

ʊʦʛʜʘ 

1. ʂʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ʣʶʙʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ ὼɴ ὒ ʧʦ ʙʘʟʠʩʫ ὩȟὩȟȣ   

ʦʧʨʝʜʝʣʷʶʪʩʷ ʦʜʥʦʟʥʘʯʥʦ. 

2. ɼʚʘ ʚʝʢʪʦʨʘ ʠʟ ὒ ʨʘʚʥʳ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʨʘʚʥʳ ʠʭ 

ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ, ʩʪʦʷʱʠʝ ʥʘ ʦʜʠʥʘʢʦʚʳʭ ʤʝʩʪʘʭ. 
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3. ʂʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ʩʫʤʤʳ ʚʝʢʪʦʨʦʚ ʨʘʚʥʳ ʩʫʤʤʝ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʭ 

ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʩʣʘʛʘʝʤʳʭ. 

4.  ʂʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʷ ʚʝʢʪʦʨʘ ʥʘ ʯʠʩʣʦ  ʨʘʚʥʳ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʶ 

ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʵʪʦʛʦ ʚʝʢʪʦʨʘ ʥʘ ʯʠʩʣʦ . 

Доказательство. 1. Предположим ὼ Ὡ Ὡ  ȣ , ὼ Ὡ

 Ὡ  ȣȟ  – два различных разложения вектора  ὼɴ ὒ по базису ὩȟὩȟȣ 

Рассматривая их разность, получим 

   Ὡ   Ὡ  ȣ ὼ ὼ πȟ 

причем не все коэффициенты    из правой части равны π. Но это 

противоречит определению базиса. Следовательно, утверждение 1 верно. 

Остальные утверждения теоремы рекомендуем доказать самостоя-

тельно. 

В дальнейшем мы будем в основном рассматривать пространства с 

конечным базисом Векторы базиса ὩȟὩȟȣȟὩ линейного пространства ὒ и 

координаты ȟȟȣȟ  векторах ὼɴ ὒ в этом базисе будем записывать в 

строку: 

ὩȟὩȟȣȟὩ Ὡȟ         ὼ ȟȟȣȟ Ȣ 

Теорема 3.2.7 по сути утверждает, что пространство ὒ с базисом 

ὩȟὩȟȣȟὩ можно отобразить на арифметическое пространство Ὑ  векторов-

строк, составленных из координат векторов ὒ в базисе ὩȟὩȟȣȟὩ. На осно-

вании теоремы 3.2.7 при данном отображении каждому вектору ὼɴ ὒ соотв-

етствует точно один вектор-строка (образ) из Ὑ , а каждому вектору-строке 

из Ὑ  – точно один вектор из ὒ, сумма векторов из ὒ отображается на сумму 

их образов, а произведению вектора из ὒ на число  соответствует произве-

дение его образа на число . При этом понятно, что в Ὑ  сложение векторов 

и умножение вектора ни число производится покоординатно. По терминоло-

гии современной алгебры вышеперечисленное означает, что линейные прост-

ранства ὒ и Ὑ  изоморфны (и имеют с алгебраической точки зрения 

одинаковое строение). Более детально, 

Ὡᴾ ρȟπȟπȟȣȟπȟ

Ὡᴾ πȟρȟπȟȣȟπȟ
ȣȣȣȣȣȣȣȣ
Ὡᴾ πȟπȟπȟȣȟρȢ

 

Если 
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Ὡ Ὡ  ȣ Ὡ π, 

то ввиду указанного выше соответствия 

Ͻρȟπȟȣȟπ Ͻπȟρȟȣȟπ  ȣ  Ͻπȟπȟȣȟρ πȟπȟȣȟπ 

или 

ȟȟȣȟ πȟπȟȣȟπ и в силу теоремы 3.2.7   Ễ  π. 

Таким образом, векторы-строки, соответствующие векторам 

ὩȟὩȟȣȟὩ линейно независимы, причем любой вектор ȟȟȣȟ  

арифметического пространства Ὑ может быть представлен в виде их 

линейной комбинации: 

ȟȟȣȟ Ͻρȟπȟȣȟπ Ͻπȟρȟȣȟπ  ȣ  ϽπȟπȟȣȟρȢ 

Значит, векторы-строки, соответствующие базисным векторам ὩȟὩȟȣȟὩ из 

ὒ, также составляют базис арифметического линейного пространства Ὑ  

Также легко убедиться, что нулевому вектору π из ὒ соответствует в Ὑ  

однозначно определенный вектор-строка πȟπȟȣȟπ. 

 

3.3. Полярные координаты 

На плоскости чаще всего используется декартова прямоугольная 

система координат ὕὼώ ὕὭὮ, где ὭȟὮ – орты. При этом координаты точки 

ὓὼȟώ совпадают с координатами вектора ὕὓ в базе ὭȟὮ. Но иногда более 

удобными являются другие способы определения положения точек с 

помощью чисел. В полярной системе координат положение точки ὓ π 

определяется двумя числами: ὶ ὕὓ – полярный радиус и • – полярный 

угол (см. рис 3.3.1).  

 

Рис. 3.3.1 

Для точки ὕ угол • не определен, ὶ π. Иногда считают, что π •

ς“. Тогда каждой точке ὓ π однозначно соответствует ὶ π и •. Чаще 
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предполагается, что • определен с точностью до ς“Ὧ, где Ὧ – целое число. 

Очевидна связь между декартовыми и полярными координатами: 

 ὼ ὶÃÏÓ•ȟ
 ώ ὶÓÉÎ•Ȣ              

ừ
Ử
Ừ

Ử
ứ ὶ   ὶØ Ùȟ

ÃÏÓ ʒ ȟ

ÓÉÎʒ Ȣ

 

Пример. Найти координаты точки ὓ ρȟЍσ в полярных координатах. 

Решение. Находим ὶ и •: 

ὶ Ѝρ σ ςȟÃÏÓ• 
ρ

ς
ȟÓÉÎ•

Ѝσ 

ς
Ȣ 

Отсюда выводим, что •  . Итак, в полярных координатах ὓ ςȟ . 

Пример. Найти уравнение окружности ὼ ώ ὥ ὥ π  в 

полярных координатах. 

Решение. Имеем ὶÃÏÓ • ὶÓÉÎ•   ὥ , ὶ ÃÏÓ• ÓÉÎ•

 ὥ, ὶ ὥȟὶ ὥ – искомое уравнение.  

 

3.4. Плоскость 

Пусть ὕὼώᾀ – декартовая прямоугольная система координат. 

Положение плоскости ὖ в пространстве определяется заданием её точки 

ὓ ὼȟώȟᾀ  и ненулевого вектора ὲ, перпендикулярного ὖ. Каждый такой 

вектор называется нормальным вектором плоскости ὖ. Обозначим ὶ ὕὓ, 

ὶ ὼȟώȟᾀ – радиус вектор производной точки ὓὼȟώȟᾀ. Очевидно, что 

ὓᶰὖ ὲȟὶ ὶ π. В силу теоремы 2.3.5, отсюда мы получаем 

уравнение плоскости ὖ с нормальным вектором ὲ и проходящей через точку 

ὓ : 

ὃὼ ὼ ὄώ ώ ὅᾀ ᾀ πȢ    (4.1) 
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Рис. 3.4.1 

 

Теорема 3.4.1. ʋʨʘʚʥʝʥʠʝ 

ὃὼ ὄώ ὅᾀὈ πȟ (4.2) 

ʛʜʝ ὃ ὄ ὅ π, ʟʘʜʘʝʪ ʚ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ ʥʝʢʦʪʦʨʫʶ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ʠ 

ʥʘʦʙʦʨʦʪ, ʚʩʷʢʘʷ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ʚ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʝ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ ʚʠʜʘ (4.2). 

Доказательство. Любая плоскость задается уравнением вида (4.1). 

Раскрывая скобки в левой части этого уравнения, получим уравнение вида 

(4.2). Обратно, покажем, что уравнения (4.2) определяет некоторую 

плоскость. Пусть, например, ὅ π. Запишем уравнение в виде 

ὃὼ π ὄώ π ὅ ᾀ
Ὀ

ὅ
πȢ 

Это уравнение вида (4.1), которое задает плоскость, проходящей через 

точку ὓ πȟπȟ  и имеющей нормальный вектор ὃȟὄȟὅ . Предложение 

доказано. 

Уравнение (4.2) называется общим уравнением плоскости. 

Замечание 3.4.2. ɽʩʣʠ ʚ ʫʨʘʚʥʝʥʠʠ (4.2) Ὀ π, ʪʦ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ʧʨʦʭʦʜʠʪ 

ʯʝʨʝʟ ʥʘʯʘʣʦ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ. ɽʩʣʠ ὃ π, ʪʦ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʘ ʦʩʠ ὕὼ. ʇʨʠ 

ὃ ὄ π  ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʘ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ὕὼώ. ɸʥʘʣʦʛʠʯʥʦ 

ʫʩʪʘʥʘʚʣʠʚʘʝʪʩʷ ʧʦʣʦʞʝʥʠʝ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ʧʨʠ ὄ π (ὅ π). 

Замечание 3.4.3. ʇʫʩʪʴ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ὖ ʠ ὖ ʦʧʨʝʜʝʣʷʶʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤʠ  

ὃὼ ὄώ ὅᾀ Ὀ πȟ 

ὃὼ ὄώ ὅᾀ Ὀ πȢ 
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1. ὖ ʠ ὖ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʳ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʠʭ ʥʦʨʤʘʣʴʥʳʝ 

ʚʝʢʪʦʨʳ ʢʦʣʣʠʥʝʘʨʥʳ,  ʪ.ʝ. ὃȟὄȟὅ ὃȟὄȟὅ . 

2. ʋʛʦʣ •  ʤʝʞʜʫ ὖ  ʠ ὖ  ʨʘʚʝʥ ʫʛʣʫ ʤʝʞʜʫ ʠʭ ʥʦʨʤʘʣʴʥʳʤʠ 

ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ, ʘ ʟʥʘʯʠʪ, ʧʦ ʩʣʝʜʩʪʚʠʶ ʪʝʦʨʝʤʳ 2.3.5 

ὧέί•
ὃὃ ὄὄ ὅὅ

ὃ ὄ ὅ ὃ ὄ ὅ
 Ȣ 

ɺ ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ὖ ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʥʘ ὖ  ὃὃ ὄὄ ὅὅ πȢ  

Предложение 3.4.4. ɽʩʣʠ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴ ὖ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ (4.2), ʪʦ 

ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ Ὠ ʦʪ ʪʦʯʢʠ ὓ ὼȟώȟᾀ  ʜʦ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ὖ ʥʘʭʦʜʠʪʩʷ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʝ 

Ὠ
ȿὃὼ  ὄώ ὅᾀ  Ὀȿ

Ѝὃ  ὄ  ὅ
Ȣ 

(4.3) 

Доказательство. Действительно, пусть ὓ ὼȟώȟᾀ  – ортогональная 

проекция ὓ  на плоскость ὖ. Тогда вектор ὓὓ  коллинеарен нормальному 

вектору ὲ ὃȟὄȟὅ . Следовательно, ȿὲȟὓὓȿ ȿὲȿὨ ȿὃὼ ὼ  

 ὄώ ώ   ὅᾀ ᾀ ȿ. Отсюда и из равенства ὃὼ ὄώ ὅᾀ Ὀ 

ὓ ᶰὖ получаем (4.3). Предложение доказано. 

Пример. Найти уравнение плоскости ὖ, проходящей через точки 

Ὑȟȟ , Ὓȟȟ , Ὕȟȟ , не лежащие на одной прямой.  

Решение. Легко понять, что ὓὼȟώȟᾀᶰ ὖ ὙὓȟὙὛȟὙὝ  – 

компланарные векторы   

 

ὼ   ώ  ᾀ 
      
     

π 

Раскрывая определитель, получим уравнение плоскости ὖ. 

 

3.5. Прямая в пространстве 

Рассмотрим систему уравнений  

ὃὼ  ὄώ  ὅᾀ  Ὀ πȟ
ὃὼ  ὄώ  ὅᾀ  Ὀ πȟ

 (5.1) 

ὃ ὄ ὅ π Ὥ ρȟς, каждое из которых задает плоскость. Если эти 

плоскости не параллельны, то система 5.1 определяет прямую; уравнения 

(5.1) это общие уравнения прямой.  
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Пусть ὒ – прямая в пространстве, ί ȟȟ  –  ненулевой вектор, 

параллельный прямой ὒ (направляющий вектор прямой ὒ). Фиксируем точку 

ὓ ὼȟώȟᾀ  на ὒ и обозначим ὶ ὕὓ, ὶ ὼȟώȟᾀ  – радиус-вектор 

произвольной точки ὓὼȟώȟᾀ. Понятно, что ὓᶰὒ тогда и только тогда, 

когда ὶ ὶ ὸί  для некоторого действительного числа ὸ. Приравнивая 

координаты, получим параметрическое уравнение прямой ὒ: 

ὼ  ὼ ɻὸȟ
ώ  ώ ὸȟ
ᾀ  ᾀ ὸȢ

 (5.2) 

 

 

Рисунок 3.5.1 

Исключая параметр ὸ отсюда находим  

ὼ ὼ


 
ώ ώ


 
ᾀ ᾀ


 (5.3) 

– канонические уравнения прямой ὒ. Если например,  π, то в (5.3) 

допускается запись: Ễ. Ввиду (5.2) она означает, что ὼ ὼ для всех 

точек ὒ (ὒ содержится в плоскости ὼ ὼ, которая перпендикулярна оси ὕὼ). 

Пример. Найти каноническое уравнение прямой ὒ, проходящей через 

точку ὓρȟςȟσ параллельно прямой 

ὼ  ώ  ᾀ  τ  πȟ
ςὼ σώ τᾀ φ πȢ

 (5.4) 

Решение. Заметим, что в качестве направляющего вектора прямой ὒ 

можно взять вектор ί ί ί, где ίȟί – нормальные векторы плоскостей, 

которые определяются уравнениями (5.4), т.е. ί ρȟρȟρ , ί ςȟσȟτ . 

Мы имеем 
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ί
Ὥ Ὦ Ὧ
ρ ρ ρ
ς σ τ

χὭ ςὮ υὯȢ 

Таким образом, искомое уравнение  

ὼ ρ

χ
 
ώ ς

ς
  
ᾀ σ

υ
Ȣ 

Замечание 3.5.1. ɽʩʣʠ ʠʟʚʝʩʪʥʳ ʥʘʧʨʘʚʣʷʶʱʠʝ ʚʝʢʪʦʨʳ ίȟί ʧʨʷʤʳʭ 

ὒ ʠ ὒ, ʪʦ ʫʛʦʣ • ʤʝʞʜʫ ʵʪʠʤʠ ʧʨʷʤʳʤʠ ʩʦʚʧʘʜʘʝʪ ʩ ʫʛʣʦʤ ʤʝʞʜʫ ί ʠ ί, 

ʪ.ʝ.  

ÃÏÓ•
ίȟί

ȿίȿẗȿίȿ
Ȣ 

ɺ ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ὒ  ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʥʘ ὒ  ίȟί π; ὒ  ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʘ 

ὒ  ί ί. 

Замечание 3.5.2. ʇʫʩʪʴ ʠʟʚʝʩʪʥʳ ʥʦʨʤʘʣʴʥʳʡ ʚʝʢʪʦʨ ὲ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ὖ ʠ 

ʥʘʧʨʘʚʣʷʶʱʠʡ ʚʝʢʪʦʨ ί ʧʨʷʤʦʡ ὒ. ʋʛʦʣ • ʤʝʞʜʫ ʧʨʷʤʦʡ ὒ ʠ ʧʣʦʩʢʦʩʪʴʶ ὖ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʣʶʙʦʡ ʠʟ ʜʚʫʭ ʩʤʝʞʥʳʭ ʫʛʣʦʚ, ʦʙʨʘʟʦʚʘʥʥʳʭ ὒ ʠ ʝʸ ʧʨʦʝʢʮʠʝʡ ʥʘ 

ὖ. ɽʩʣʠ  ï ʫʛʦʣ ʤʝʞʜʫ ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ ὲ ʠ ί (ʩʤ. ʨʠʩ. 3.5.2), ʪʦ ʚ ʣʶʙʦʤ ʩʣʫʯʘʝ 

ÓÉÎ• ÃÏÓ. ʇʦʵʪʦʤʫ 

ÓÉÎ•
ȿὲȟίȿ

ȿὲȿẗȿίȿ
Ȣ 

ɺ ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ὒ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʘ ὖ  ὲȟί π; ὒ ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʥʘ 

 ὖ  ὲ ί. 

 

Рис. 3.5.2 

Пример. Найти координаты точки ὃ , симметричной с ὃσȟρȟρ 

относительно плоскости ὖ, заданной уравнением  

ςὼ  σώ  φᾀ  τπ πȢ 
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Решение. Обозначим через ὒ прямую, проходящую через точку ὃ 

перпендикулярно плоскости ὖ. Так как за направляющий вектор ὒ можно 

взять нормальный вектор ςȟσȟφ  плоскости ὖ , то ὒ  определяется 

параметрическими уравнениями ὼ σ ςὸ, ώ ρ σὸ, ᾀ ρ φὸ (см. 

5.2). Найдем теперь параметр ὸ, при котором ὒ пересекает ὖ: 

ςσ ςὸ σ ρ σὸ φρ φὸ τπ πȢ 

Отсюда ὸ ρ, а значит, ὄρȟτȟυ – ортогональная проекция ὃ на 

плоскость ὖ. Пусть  ὃȟȟ  . Поскольку ὄ – середина отрезка ὃὃᴂ, то 

ρ, τ, υ. Итак, ὃ ρȟχȟρρ. 

 

3.6. Прямая на плоскости  

Пусть ὕὼώ – декартова прямоугольная система координат плоскости, ὒ 

– прямая. Нормальным вектором прямой ὒ называется любой ненулевой 

вектор ὲ ὃȟὄ  перпендикулярный ὒ. 

 

Рис. 3.6.1 

Фиксируем точку ὓ ὼȟώ ᶰὒ и пусть ὓὼȟώ – произвольная точка 

плоскости. Очевидно (см. рис. 3.6.1), ὓὼȟώᶰὒ ὲȟὓὓ π. Это 

равносильно уравнению  

ὃὼ ὼ ὄώ ώ πȟ (

6.1) 

которое задает прямую ὒ. 

Аналогично предложению 3.4.1 нетрудно установить, что уравнение 

ὃὼ ὄώ ὅ πȟ (6.2) 

ὃ ὄ π, задает прямую и наоборот, любая прямая на плоскости задается 

уравнением вида (6.2), которое называется общим уравнением прямой. 
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Пусть прямая ὒ задана уравнением (6.2). Если ὄ π, то выражая ώ, 

получим уравнение  

ώ Ὧὼὦȟ 

которое называется уравнением прямой с угловым коэффициентом Ὧ ÔÇ 

(см. рис 3.6.2).  

 

Рис. 3.6.2 

Если ὄ π, то (6.2) принимает вид ὼ Ὠ . Такая прямая ὒ 

перпендикулярна оси ὕὼ.  

Пример. Найти уравнение прямой с угловым коэффициентом Ὧ, 

проходящей через точку ὓ ὼȟώ . 

Решение. Такое уравнение имеет вид ώ Ὧὼὦ, а так как координаты 

ὓ  удовлетворяют уравнению, то ὦ ώ Ὧὼ. Поэтому уравнение искомой 

прямой можно записать в виде 

ώ ώ Ὧὼ ὼ Ȣ 

Пример. Найти уравнение прямой, проходящей через две точки 

ὓ ὼȟώ  и ὓ ὼȟώ .  

Решение. Рассмотрим векторы ὓὓ ὼ ὼȟώ ώ , ὲ

ώ ώȟὼ ὼ . Так как ὓὓȟὲ π, то ὲ – нормальный вектор прямой, 

а значит, согласно (6.2) её уравнение  

ώ ώ ẗὼ ὼ ὼ ὼ ẗώ ώ πȢ 

Предложение 3.6.3. ʈʘʩʩʪʦʷʥʠʝ Ὠ ʦʪ ʪʦʯʢʠ ὓ ὼȟώ  ʜʦ ʧʨʷʤʦʡ ὒ, 

ʟʘʜʘʥʥʦʡ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ ὃὼ ὄώ ὅ π, ʥʘʭʦʜʠʪʩʷ ʧʦ ʬʦʨʤʫʣʝ  

Ὠ
ȿὃὼ ὄώ ὅȿ

Ѝὃ ὄ
Ȣ 
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Доказательство. Доказательство аналогично выводу формулы (4.3) 

расстояние от точки до плоскости.  

Замечание 3.6.4. ʇʫʩʪʴ ʧʨʷʤʳʝ ὒ ʠ ὒ ʟʘʜʘʶʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷʤʠ  

ώ Ὧὼ ὦȟώ Ὧὼ ὦȢ 

1. ὒ  ʠ ὒ  ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʳ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ʠʭ 

ʥʦʨʤʘʣʴʥʳʝ ʚʝʢʪʦʨʳ ὲ Ὧȟρ , ὲ Ὧȟρ  ʢʦʣʣʠʥʝʘʨʥʳ, 

ʪ.ʝ. Ὧ Ὧ. 

2. ʋʛʦʣ • ʤʝʞʜʫ ὒ ʠ ὒ ʨʘʚʝʥ ʫʛʣʫ ʤʝʞʜʫ ʠʭ ʥʦʨʤʘʣʴʥʳʤʠ 

ʚʝʢʪʦʨʘʤʠ, ʪ.ʝ.  

ὧέί•
ὯὯ ρ

Ὧ ρὯ ρ
Ȣ 

ɺ ʯʘʩʪʥʦʩʪʠ, ὒ ʧʝʨʧʝʥʜʠʢʫʣʷʨʥʦ ὒ  ὯὯ ρ. 

 

3.7. Линии 2-го порядка. Эллипс 

Определение 3.7.1. ʃʠʥʠʝʡ ʚʪʦʨʦʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʪʘʢʦʝ 

ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ ʪʦʯʝʢ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ, ʢʦʪʦʨʦʝ ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ 

ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ὕὼώ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ ʚʠʜʘ  

ὃὼ ὄὼώὅώ Ὀὼ Ὁώ Ὂ πȟ (7.1) 

ʛʜʝ ὃ ὄ ὅ π. 

Линии второго порядка полностью классифицированы. Уравнение (7.1) 

может определять: пустое множество (например, уравнение ὼ ρ π); 

точку ὼ ώ π; прямую ώ π; пару пересекающихся прямых 

ὼ ώ π; пару параллельных прямых ὼ ὥ π, а также эллипс, 

гиперболу, параболу. 

Определение 3.7.2. ʕʣʣʠʧʩʦʤ ὒ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʣʠʥʠʷ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ 

ʢʘʥʦʥʠʯʝʩʢʠʤ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ρ ὥ ὦ πȢ 

(7.2) 

Из этого уравнения сразу следует, что ȿὼȿ ὥ, ȿώȿ ὦ для всех точек 

ὼȟώᶰὒ, т.е. эллипс целиком расположен в прямоугольнике со сторонами 
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ςὥ и ςὦ. Точки ὥȟπ, ὥȟπ, πȟὦ, πȟὦ называются вершинами эллипса. 

Расстояние ὥȟὦ от начала координат до вершин эллипса называются 

соответственно, большой и малой полуосями эллипса.  

 

 

Рис.3.7.1 

Очевидно, если ὼȟώᶰὒ, то ὒ содержит и точки ὼȟώ , ὼȟώ , 

ὼȟώ . Значит, эллипс ὒ расположен симметрично относительно осей 

координат и точки ὕπȟπ, которая называется центром эллипса. Если ὥ ὦ, 

то ὒ – окружность радиуса ὥ c центром в начале координат. В дальнейшем 

будем предполагать, что ὥ ὦ. Пусть ὧ π и ὧ ὥ ὦ. Точки Ὂ ὧȟπ и 

Ὂ ὧȟπ  называются фокусами эллипса, а число   – эксцентриситет 

эллипса. Очевидно,  ρ. 

Теорема 3.7.3. ɽʩʣʠ ὶ, ὶ ï ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ ʦʪ ʪʦʯʢʠ ὓὼȟώ ʵʣʣʠʧʩʘ ὒ ʜʦ 

ʬʦʢʫʩʦʚ ὊȟὊ, ʪʦ ὶ ὶ ςὥ. 

Доказательство. Так как координаты точки ὓ  удовлетворяет 

уравнение (7.2), то  

ώ ὦ ρ
ὼ

ὥ
ὥ ὧ ρ

ὼ

ὥ
ὥ ὧ ὼ

ὧ

ὥ
ὼȢ 

Поэтому  

ὶ ȿὓὊȿ ὼ ὧ ώ ὼ ςὧὼὧ ὥ ὧ ὼ
ὧ

ὥ
ὼ

ὥ
ὧ

ὥ
ὼ Ȣ 
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Поскольку ὥ ὼ π  ρȟὼ ὥ , то ὶ ὥ ὼ. Подобными 

вычислениями можно установить, что ὶ ὥ ὼ, т.е. ὶ ὶ ςὥ и теорема 

верна. 

Замечание 3.7.4. ʇʨʦʩʪʳʤʠ ʚʳʯʠʩʣʝʥʠʷʤʠ ʜʦʢʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʠ ʦʙʨʘʪʥʦʝ ʢ 

ʪʝʦʨʝʤʝ 3.7.1 ʫʪʚʝʨʞʜʝʥʠʝ, ʪ.ʝ. ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʪʦʯʢʠ ὓὼȟώ , 

ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʨʘʚʝʥʩʪʚʦ ȿὓὊȿ ȿὓὊȿ ςὥ , ʪʦ ὓᶰὒ 

(ʢʦʦʨʜʠʥʘʪʳ ὓ ʫʜʦʚʣʝʪʚʦʨʷʶʪ ʫʨʘʚʥʝʥʠʷʤ 7.1)  

 

3.8. Гипербола 

Определение 3.8.1. ɻʠʧʝʨʙʦʣʦʡ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʣʠʥʠʷ Ὓ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ 

ʢʘʥʦʥʠʯʝʩʢʠʤ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ρȟ (8.1) 

ʛʜʝ ὥȟὦ π. 

Уравнение (8.1) содержит только квадраты ὼ и ώ. Следовательно, 

гипербола симметрична относительно осей ὕὼ, ὕώ, а также относительно 

точки ὕπȟπ, которую называют центром гиперболы. Точки ὥȟπ, ὥȟπ 

пересечение гиперболы Ὓ с осью ὕὼ называют вершинами гиперболы. 

Очевидно, что для всех точек ὓὼȟώᶰὛ выполняется неравенство ȿὼȿ ὥ. 

Поэтому гипербола состоит из двух кусков, называемых её правыми и 

левыми ветвями. 

 

Рис. 3.8.1 

Числа ὥ и ὦ называются соответственно вещественной и мнимой 

полуосями гиперболы, а прямые ώ ὼ – асимптотами гиперболы. 
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Нетрудно показать, что при неограниченном удалении точки ὓ гиперболы Ὓ 

от начала координат расстояние от ὓ до асимптоты стремится к нулю. 

Поэтому построение гиперболы надо начинать с построения её вершин и 

асимптот. 

Пусть ὧ π и ὧ ὥ ὦ . Точки Ὂ ὧȟπ , Ὂ ὧȟπ  называются 

фокусами гиперболы Ὓ, а   – эксцентриситетом Ὓ . Основное 

геометрическое свойство гиперболы определяет 

Теорема 3.8.2. ʇʫʩʪʴ ὓὼȟώ  ï ʧʨʦʠʟʚʦʣʴʥʘʷ ʪʦʯʢʘ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ, 

ὶ ȿὓὊȿ, ὶ ȿὓὊȿ. ʊʦʯʢʘ ὓὼȟώ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ ʧʨʠʥʘʜʣʝʞʠʪ 

ʛʠʧʝʨʙʦʣʝ Ὓ, ʢʦʛʜʘ ȿὶ ὶȿ ςὥ.  

Доказательство. Предположим, что ȿὶ ὶȿ ςὥ, т.е.  

ὼ ὧ ώ ὼ ὧ ώ ςὥȢ 

Перенесем первый радикал в правую часть и возведем обе части в 

квадрат: 

ὼ ὧ ώ  τὥ  ὼ ὧ ώ τὥ ὼ ὧ ώȟ 

τὼὧτὥ τὥ ὼ ὧ ώȢ 

Сокращая на 4 и еще раз возводя в квадрат, получим 

ὥ ςὥὼὧὼὧ ὥ ὼ ςὼὧὧ ώ ȟὥ ὼὧ

ὥὼ ὥὧ ὥώȟ 

ὧ ὥ ὼ ὥώ ὥ ὧ ὥ ȟὦὼ ὥώ ὥὦȢ 

Деля обе части последнего равенства на ὥὦ , получим общее 

уравнение. Это и означает, что ὓὼȟώᶰὛ. 

Обратное утверждение устанавливается аналогичным вычислением при 

доказательстве теоремы 3.7.1. 

Прямые ὼ  называются директрисами гиперболы Ὓ. Обозначим 

через Ὠ Ὠ  расстояние от произвольной точки ὓ плоскости до директрисы 

ὼ  ὼ . Подобно теореме 3.8.2 включая доказательство, имеет место 

Теорема 3.8.3. ὓᶰὛ  (ʠʣʠ ). 
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3.9. Параболы 

Определение 3.9.1. ʇʘʨʘʙʦʣʦʡ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʣʠʥʠʷ Ὑ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ 

ʢʘʥʦʥʠʯʝʩʢʠʤ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ  

ώ ςὴὼȟ (9.1) 

ʛʜʝ ὴ π. 

Очевидно, что для всех точек ὓὼȟώ  параболы выполняется 

неравенство ὼ π. Точка ὕπȟπ называется ʚʝʨʰʠʥʦʡ параболы Ὑ. 

Так как уравнение (9.1) содержит только квадрат ώ, то ὕὼ – ось 

симметрии параболы Ὑ.  

Точка Ὂ ȟπ  называется ʬʦʢʫʩʦʤ параболы, а прямая ὰ, заданная 

уравнением ὼ , называется её ʜʠʨʝʢʪʨʠʩʦʡ (см. рис. 3.9.1).  

 

Рисунок 3.9.1 

Лемма 3.9.2. ɽʩʣʠ ὶ ï ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ ʤʝʞʜʫ ʪʦʯʢʦʡ ὓὼȟώ ʧʘʨʘʙʦʣʳ Ὑ ʠ 

ʬʦʢʫʩʦʤ Ὂ, ʪʦ ὶ ὼ . 

Доказательство. Действительно,  

 

ὶ  ὼ
ὴ

ς
ώ ὼ ὴὼ

ὴ

τ
ςὴὼ ὼ

ὴ

ς
ὼ
ὴ

ς
ȟ 

т.к. ὼ πȟὴ π. Итак, лемма верна. 
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Теорема 3.9.3. ʇʫʩʪʴ ὓὼȟώ  ï ʣʶʙʘʷ ʪʦʯʢʘ ʧʣʦʩʢʦʩʪʠ, Ὠ ï 

ʨʘʩʩʪʦʷʥʠʝ ʤʝʞʜʫ ὓ ʠ ʜʠʨʝʢʪʨʠʩʦʡ ὰ, ὶ ȿὓὊȿ. ʊʦʯʢʘ ὓ ʧʨʠʥʘʜʣʝʞʠʪ 

ʧʘʨʘʙʦʣʝ Ὑ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ ὶ Ὠ.  

Доказательство. Пусть ὓᶰὙ. По лемме 3.11.1 ὶ ὼ . С другой 

стороны, очевидно, что и Ὠ ὼ  (см. рис. 3.9.1). Итак, ὶ Ὠ. 

Обратно. Пусть для точки ὓὼȟώ выполняется равенство ὶ Ὠ, т.е. 

ὼ
ὴ

ς
ώ ὼ

ὴ

ς
Ȣ 

Возводя обе части этого равенства в квадрат, мы получим  

ὼ
ὴ

ς
ώ ὼ

ὴ

ς
ȟὼ ὴὼ

ὴ

τ
ώ ὼ ὴὼ

ὴ

τ
ȟώ ςὴὼȟ 

т.е. ὓᶰὙ. Теорема доказана. 

Пример. Найти радиус наибольшей окружности ὒ, лежащей внутри 

параболы Ὑ, заданной уравнением ώ ςὴὼ, если ὒ касается Ὑ в точке 

ὕπȟπ. 

 

Рис.3.9.2 

Решение. Пусть ὒ лежит внутри Ὑ и касается её вершины (см. рис. 

3.9.2), Ὕȟπ – центр ὒ. Тогда ὼ  ώ   – уравнение ὒ. Заметим, 

что ὒ лежит внутри Ὑ тогда и только тогда, когда ȿὝὓȿ   для любой 

точки ὓὼȟώᶰὙ, что равносильно неравенству 

ὼ  ςὴὼ ȟὼ ςὼ ςὴὼ πȟὼὼ ςὴ  πȢ 

Очевидно, это выполняется при любых ὼ π  только при  ὴ . 

Следовательно, искомая окружность имеет радиус  ὴ.  

 



72 
 

3.10. Поверхности 2-го порядка. Эллипсоид 

Определение 3.10.1. ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴʶ 2-ʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ 

ʤʥʦʞʝʩʪʚʦ ʪʦʯʝʢ ʧʨʦʩʪʨʘʥʩʪʚʘ, ʢʦʪʦʨʦʝ ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ 

ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ὕὼώᾀ ʤʦʞʝʪ ʙʳʪʴ ʟʘʜʘʥʦ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ 2-

ʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ. 

 

ὼ ώ ᾀ ὼώὼᾀώᾀ 

ὼ ώ ᾀ  πȟ 
(10.1) 

ʛʜʝ ʭʦʪʷ ʙʳ ʦʜʥʦ ʠʟ ʯʠʩʝʣ  (Ὥ ρȟȣȟφ) ʦʪʣʠʯʥʦ ʦʪ ʥʫʣʷ. 

Такие поверхности полностью классифицированы и мы приведем их 

основные типы. Будем использовать ʤʝʪʦʜ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʳʭ ʩʝʯʝʥʠʡ 

исследования формы поверхности. Суть его заключается в следующем. Если 

поверхность Ὓ определяется уравнением Ὢὼȟώȟᾀ π, то решая системы 

Ὢὼȟώȟᾀ πȟ
ὼ Ὤȟ

              
Ὢὼȟώȟᾀ πȟ
ώ Ὤȟ

              
Ὢὼȟώȟᾀ πȟ
ᾀ Ὤȟ

 

мы найдем линии пересечения Ὓ соответсвенно плоскостями ὼ Ὤ, ώ Ὤ, 

ᾀ Ὤ. По виду этих пересечений можно судить о форме Ὓ. 

Определение 3.10.2. ʕʣʣʠʧʩʦʠʜʦʤ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ 

ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ρȟ 

(10.2) 

ʛʜʝ ὥȟὦȟὧ π. 
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Рис. 3.10.1 

Будем пересекать эту поверхность плоскостями ὼ Ὤ, ώ Ὤ, ᾀ Ὤ. 

Если ȿὬȿ ὥ, ȿὬȿ ὦ, ȿὬȿ ὧ, то пересечениями являются эллипсы. Если 

ȿὬȿ ὥ, ȿὬȿ ὦ, ȿὬȿ ὧ, то пересечениями являются точки ὥȟπȟπ , 

πȟὦȟπ, πȟπȟὧ. Если же ȿὬȿ ὥ, ȿὬȿ ὦ, ȿὬȿ ὧ, то пересечений нет. 

Эллипсоид изображен на (рис 3.10.1). 

 

3.11. Цилиндрические и конические поверхности  

Определение 3.11.1. ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ, ʩʦʩʪʦʷʱʘʷ ʠʟ ʚʩʝʭ ʧʨʷʤʳʭ, 

ʧʨʦʭʦʜʷʱʠʭ ʯʝʨʝʟ ʜʘʥʥʫʶ ʣʠʥʠʶ ὒ ʠ ʧʘʨʘʣʣʝʣʴʥʦ ʬʠʢʩʠʨʦʚʘʥʥʦʡ ʧʨʷʤʦʡ ὰ 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʮʠʣʠʥʜʨʠʯʝʩʢʦʡ. 

При этом ὒ называется ʥʘʧʨʘʚʣʷʶʱʝʡ цилиндрической поверхности, а 

любая прямая, составляющая эту поверхность и параллельная ὰ называется 

ʦʙʨʘʟʫʶʱʝʡ (см. рис. 3.11.1). 

 

Рис. 3.11.1 

Очевидно, что уравнение Ὢὼȟώ π задает в пространстве ὕὼώᾀ 

цилиндрическую поверхность с образующими параллельными оси ὕᾀ и 

направляющей, которая в плоскости ὕὼώ задается тем же самым уравнением. 
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Так, уравнения 2-го порядка 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ρȟ

ὼ

ὥ
 ɀ
ώ

ὦ
ρȟ ώ ςὴὼ 

задают в пространстве соответственно ʵʣʣʠʧʪʠʯʝʩʢʠʡ ʮʠʣʠʥʜʨ, 

ʛʠʧʝʨʙʦʣʠʯʝʩʢʠʡ ʮʠʣʠʥʜʨ, ʧʘʨʘʙʦʣʠʯʝʩʢʠʡ ʮʠʣʠʥʜʨ (см. рис. 3.11.2 –3.11.4). 

 

 
 

Рис. 3.11.2 Рис. 3.11.3 Рис 3.11.4 

Определение 3.11.2.  ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ Ὓ, ʩʦʩʪʘʚʣʝʥʥʘʷ ʠʟ ʚʩʝʭ ʧʨʷʤʳʭ, 

ʧʝʨʝʩʝʢʘʶʱʠʭ ʜʘʥʥʫʶ ʣʠʥʠʶ ὒ ʠ ʧʨʦʭʦʜʷʱʠʭ ʯʝʨʝʟ ʜʘʥʥʫʶ ʪʦʯʢʫ ὕ, 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʢʦʥʠʯʝʩʢʦʡ; ὒ ï ʥʘʧʨʘʚʣʷʶʱʘʷ ʢʦʥʠʯʝʩʢʦʡ ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ, ὕ ï 

ʚʝʨʰʠʥʘ. ʃʶʙʘʷ ʠʟ ʧʨʷʤʳʭ, ʩʦʩʪʘʚʣʷʶʱʠʭ Ὓ, ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʝʸ ʦʙʨʘʟʫʶʱʝʡ. 

Пример. Найти уравнение конической поверхности Ὓ с направляющей 

ὒ, определяемой системой 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ρȟ

ᾀ ὧ  ὧ π

 

и вершиной ὕπȟπȟπ. 

Решение. Очевидно, точка ὓὼȟώȟᾀ находится на поверхности Ὓ тогда 

и только тогда, когда ὓ принадлежит прямой ὕὔ, где ὔȟȟ  является 

точкой направляющей ὒ (см. рис. 3.11.5).  
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Рис. 3.11.5 

Следовательно,  

 ὧȟ


ὥ



ὦ
ρȢ (11.1) 

Так как коническое уравнение прямой ὕὔ имеет вид 

ὼ



ώ



ᾀ

ὧ
ȟ 

то подставляя  ,   , получим 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
Ȣ (11.2) 

Итак, координаты любой точки ὓᶰὛ удовлетворяют уравнению 

(11.2). Обратно, нетрудно доказать, что если координаты любой точки ὓ 

удовлетворяют уравнению (11.2), то ὓᶰὛ. 

Уравнение (11.2) задает ʢʦʥʫʩ 2-ʛʦ ʧʦʨʷʜʢʘ. 

 

3.12. Гиперболоиды  

Определение 3.12.1. ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ Ὕ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ 

ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ  

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ρȟ (12.1) 
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ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʦʜʥʦʧʦʣʦʩʥʳʤ ʛʠʧʝʨʙʦʣʦʠʜʦʤ. 

 

 

Рис. 3.12.1 Рис. 3.12.2 

Пересекая поверхность Ὕ плоскостями ᾀ Ὤ, получаем эллипсы. При 

пересечении Ὕ плоскостями ὼ Ὤ Ὤ ὥ  и ώ Ὤ Ὤ ὦ  получаем 

гиперболы (см. рис. 3.12.1). 

Пересечение Ὕ и плоскости ὼ ὥ задается уравнениями  

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ẗ
ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
πȟ

ὼ ὥȟ
 

которые определяют пару прямых с общей точкой ὥȟπȟπ. 

Замечание 3.12.2. ʄʦʞʥʦ ʜʦʢʘʟʘʪʴ, ʯʪʦ ʯʝʨʝʟ ʢʘʞʜʫʶ ʪʦʯʢʫ 

ʛʠʧʝʨʙʦʣʦʠʜʘ Ὕ ʧʨʦʭʦʜʠʪ ʪʦʯʥʦ ʜʚʝ ʧʨʷʤʳʝ ʮʝʣʠʢʦʤ ʣʝʞʘʱʠʝ ʥʘ Ὕ. 

Определение 3.12.3. ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ ὗ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ 

ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ 

ὼ

ὥ

ώ

ὦ

ᾀ

ὧ
ρȟ (12.2) 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʜʚʫʧʦʣʦʩʪʥʳʤ ʛʠʧʝʨʙʦʣʦʠʜʦʤ.  

При пересечении ὗ плоскостями ὼ Ὤ ώ Ὤ получаются гиперболы, а 

плоскости ᾀ Ὤ пересекают ὗ по эллипсу при ȿὬȿ ὧ, по точке πȟπȟὧ при 

ȿὬȿ ὧ, по ,ɲ если ȿὬȿ ὧ. 
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Таким образом, поверхность ὗ состоит из 2-х неограниченных чаш (см. 

рис. 3.12.2). 

 

3.13. Параболоиды 

Определение 3.13.1. ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ Ὑ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ 

ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ  

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ᾀȟ (13.1) 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʵʣʣʠʧʪʠʯʝʩʢʠʤ ʧʘʨʘʙʦʣʦʠʜʦʤ. 

Из уравнения (13.1) сразу следует, что если ὓὼȟώȟᾀȟᶰὙ, то ᾀ π. 

При пересечении Ὑ плоскостями ὼ Ὤ ώ Ὤ получаются параболы, а при 

пересечении плоскостями ᾀ Ὤ Ὤ π  – эллипсы (см. рис. 3.13.1). 

Эллиптический параболоид Ὑ  представляет собой бесконечно 

расширяющуюся чашу. 

 

 

Рис. 3.13.1 

Определение 3.13.2. ʇʦʚʝʨʭʥʦʩʪʴ ὓ , ʢʦʪʦʨʘʷ ʚ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ 

ʜʝʢʘʨʪʦʚʦʡ ʧʨʷʤʦʫʛʦʣʴʥʦʡ ʩʠʩʪʝʤʝ ʢʦʦʨʜʠʥʘʪ ʟʘʜʘʝʪʩʷ ʫʨʘʚʥʝʥʠʝʤ  

ὼ

ὥ

ώ

ὦ
ᾀȟ (13.2) 

ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʛʠʧʝʨʙʦʣʠʯʝʩʢʠʤ ʧʘʨʘʙʦʣʦʠʜʦʤ. 
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При пересечении ὓ плоскостями ὼ Ὤ ώ Ὤ получаются параболы, 

при пересечении плоскостями ᾀ Ὤ Ὤ π – гиперболы (см. рис. 3.13.2). 

Кому-то гиперболический параболоид ὓ напомнит седло. 

 

Рис. 3.13.2 

Рассмотрим параболы 

ὖȡ 
ὼ

ὥ
ᾀȟ

ώ πȠ
                  ὗȡ

ώ

ὦ
ᾀȟ

ὼ πȠ

                  ὗ Ḋ 
Ὤ

ὥ

ώ

ὦ
ᾀȟ

ὼ ὬȢ

 

Вершина параболы ὗ , т.е. точка Ὤȟπȟ , лежит на ὖ , при этом ὗ  

получается из ὗ  параллельным переносом. Таким образом, ὓ  есть 

поверхность, получаемая при движении параболы ὗ , при котором вершина 

движущейся параболы находиться на ὖ, а плоскость параболы и её ось при 

этом движении остаются параллельными. 

Замечание 3.13.3. ʂʘʢ ʠ ʜʣʷ ʦʜʥʦʧʦʣʦʩʥʦʛʦ ʛʠʧʝʨʙʦʣʦʠʜʘ Ὕ ʤʦʞʥʦ 

ʜʦʢʘʟʘʪʴ, ʯʪʦ ʯʝʨʝʟ ʢʘʞʜʫʶ ʪʦʯʢʫ ʛʠʧʝʨʙʦʣʠʯʝʩʢʦʛʦ ʧʘʨʘʙʦʣʦʠʜʘ ὓ 

ʧʨʦʭʦʜʠʪ ʪʦʯʥʦ ʜʚʝ ʧʨʷʤʳʝ ʮʝʣʠʢʦʤ ʣʝʞʘʱʠʝ ʥʘ ὓ. ʉʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦ, ʜʘʥʥʳʝ 

ʧʦʚʝʨʭʥʦʩʪʠ ʤʦʞʥʦ "ʩʦʙʨʘʪʴ" ʠʟ ʧʨʷʤʳʭ.  
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Глава 4. Введение в анализ 

 

4.1. Предел последовательности 

Числовой последовательностью называется действительная функция 

Ὢὲ  натурального аргумента  ὲᶰρȟςȟσȟȣ . Таким образом, числовая 

последовательность определяется значениями ὼ Ὢρȟ ὼ Ὢςȟ ὼ

Ὢσȟȣȟὼ Ὢὲȟȣ. 

Запись числовой последовательности: ὼ ὼȟὼȟȣȟὼȟȣ . 

Примеры 

1. ȟȟ ȟȣȟ ȟȣ Ȣ 

2. ρ  ρȟρȟρȟȣȟ ρ ȟȣȢ 

3. ὧ ὧȟὧȟὧȟȣȟὧȢȣ Ȣ 

Определение 4.1.1. ʏʠʩʣʦ ὥ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʨʝʜʝʣʦʤ ʯʠʩʣʦʚʦʡ 

ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʩʪʠ  ̖ , ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ  π ʥʘʡʜʝʪʩʷ ʪʘʢʦʡ ʥʦʤʝʨ 

ὔ ὔ, ʯʪʦ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ὲ ὔ ʚʳʧʦʣʥʷʝʪʩʷ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

ȿὼ ὥȿ Ȣ 

Запись: ÌÉÍO  ὼ ὥ , ὼ ᴼὥ, ὼ  сходится к ὥ. 

Примеры 

1. ÌÉÍO ρ; ρ ,  ὲ . Достаточно взять 

ὔ ὔ . 

2. Последовательность ρ  не имеет предела. Действительно пусть 

ÌÉÍO ρ ὥ. Возьмем  . Тогда для ὲ ὔ: 

ς ȿὼ ὼ ȿ ρȢ 

  

Получаем противоречие.  

3. ÌÉÍO ὧ ὧ, так как ȿὧ ὧȿ π  при любом  π и ὲ.  
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Теорема 4.1.2. ɽʩʣʠ ʧʦʩʣʝʜʦʚʘʪʝʣʴʥʦʩʪʴ ὼ  ʠʤʝʝʪ ʧʨʝʜʝʣ, ʪʦ ʦʥ 

ʝʜʠʥʩʪʚʝʥʥʳʡ. 

Доказательство. Пусть ÌÉÍO ὼ ὥ, ÌÉÍO ὼ ὦ, и ὥ ὦ, 


ȿ ȿ

. Тогда для ὲ ὔ: 

ὼ ᶰὟ ὥ ȟὥ ȟ 

ὲ ὔȡὼ ᶰὠ ὦ ȟὦ Ȣ 

Поэтому, если ὲ ὔ ÍÁØὔȟὔ , то ὼ ᶰὟȟὠ, но Ὗ᷊ὠ .ɲ  

Противоречие. 

Пусть ὼ , ώ  – две последовательности. Последовательности 

ὼ ώ , ὼ ώ , ὼẗώ ,  ώ π  называются соответственно 

суммой, разностью, произведением, частным последовательностей ὼ , 

ώ .  

Теорема 4.1.3. ɽʩʣʠ ÌÉÍO ὼ ὥ, ÌÉÍO ώ ὦ, ʪʦ ʠʤʝʶʪ ʤʝʩʪʦ 

ʩʣʝʜʫʶʠɦʝ ʩʚʦʡʩʪʚʘ : 

1. ÌÉÍO ὼ ώ ὥ ὦ. 

2. ÌÉÍO ὼώ ὥὦ. 

3. ÌÉÍO  ὦ π. 

Доказательство. Докажем только 1. Пусть  π. По условию, для 

ὲ ὔȡȿὼ ὥȿ ; ὲ ὔȡȿώ ὦȿ .   

Пусть ὲ ὔ ÍÁØὔȟὔ . Тогда 

ȿὼ ώ ὥ ὦȿ ȿὼ ὥȿ ȿώ ὦȿ


ς



ς
Ȣ 

Пример 

ÌÉÍ
ᴼ

σὲ ὲ σ

υὲ ςὲ ς
ÌÉÍ
ᴼ

σ
ρ
ὲ

σ
ὲ

υ
ς
ὲ

ς
ὲ

ÌÉÍ
ᴼ
σ
ρ
ὲ

σ
ὲ

ÌÉÍ
ᴼ
υ
ς
ὲ

ς
ὲ

 

ÌÉÍ
ᴼ
σ ÌÉÍ

ᴼ

ρ
ὲ
ÌÉÍ
ᴼ

σ
ὲ
 

ÌÉÍ
ᴼ
υ ÌÉÍ

ᴼ

ς
ὲ
ÌÉÍ
ᴼ

ς
ὲ
 

σ π π

υ π π

σ

υ
Ȣ  
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Пусть ὼ  – некоторая последовательность. Запись: 

ÌÉÍ
ᴼ
ὼ Њ (1) 

означает, что ÌÉÍO π, т.е. для любого ὃ π найдется номер ὔ ὔὃ, 

что при ὲ ὔ: ȿὼȿ ὃ. Если выполняется (1) и, начиная с некоторого 

номера, ὼ π, ὼ π, то  

ÌÉÍ
ᴼ
ὼ Њ ÌÉÍ

ᴼ
ὼ Њ Ȣ 

Примеры 

1. ÌÉÍO ρ ὲ Њ. 

2. ÌÉÍO ὲ Њ. 

3. ÌÉÍO ρψὲ Њ. 

 

4.2. Предел функции 

Под ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʴʶ точка ὥ понимают любой интервал ὧȟὨᶳὥ. 

Интервал ὥ ȟὥ  называется -ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʴʶ точки ὥ. 

Пусть ώ Ὢὼ определена в некоторой окрестности точки ὥ (за 

исключением, быть может самой точки ὥ). 

Определение 4.2.1. ʏʠʩʣʦ ὦ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʨʝʜʝʣʦʤ ʬʫʥʢʮʠʠ Ὢὼ ʧʨʠ 

ὼO ὥ, ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ  π ʥʘʡʜʝʪʩʷ ʪʘʢʦʝ ʯʠʩʣʦ   π, ʯʪʦ 

π ȿὼ ὥȿ  ȿὪὼ ὦȿ Ȣ 

Запись: ÌÉÍOὪὼ ὦ. 

 

Рис. 4.2.1 
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Примеры 

1. ÌÉÍOÓÉÎὼ π. 

 

Рис.4.2.2 

2. ÌÉÍO τὼ ρ ρσ; ȿτὼ ρ ρσȿ τȿὼ σȿ,  .  

Пусть ώ Ὢὼ определена при ȿὼȿ ὓ (или ὼ ὓ, или ὼ ὓ), где  

ὓ – некоторое положительное число. 

Определение 4.2.2. ʏʠʩʣʦ ὦ ʥʘʟrʚʘʝʪʩʷ ʧʨʝʜʝʣʦʤ ʬʫʥʢʮʠʠ Ὢὼ ʧʨʠ 

ὼO Њ (ʠʣʠ ὼO Њ , ʠʣʠ ὼO Њ), ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʣʶʙʦʛʦ  π ʥʘʡʜʝʪʩʷ ʪʘʢʦʝ 

ʯʠʩʣʦ ὃ ὃ ὓ, ʯʪʦ 

ȿὪὼ ὦȿ  

ʜʣʷ ʚʩʝʭ ὼ, ʫʜʦʚʣʝʪʚʦʨʷʶʱʠʭ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʫ ȿὼȿ ὃ (ʠʣʠ ὼ ὃ, ʠʣʠ 

ὼ ὃ). 

Запись: ÌÉÍO Ὢὼ ὦ (или ÌÉÍO Ὢὼ ὦ, или  

ÌÉÍO Ὢὼ ὦ). 

 

Рис. 4.2.3 

Примеры 

1. ÌÉÍO ÃÏÓὼ не существует. 

2. ÌÉÍO ρ. 
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ὼ

ὼ ρ
ρ ρȾȿρ ὼȿ  ȿρ ὼȿ ρȾȢ 

Считаем ὼ ρ. Тогда ὼ ρ , ὼ ρ ὃ. 

Пусть ὥ – число или один из символов бесконечности (Њ, Њ, Њ).  

 

Теорема 4.2.3. ʇʫʩʪʴ ÌÉÍOὪὼ ὧ, ÌÉÍO•ὼ Ὠ. ʊʦʛʜʘ  

1. ÌÉÍO Ὢὼ •ὼ ὧ Ὠ, 

2. ÌÉÍO Ὢὼẗ•ὼ ὧẗὨ 

3. ÌÉÍO  , Ὠ π. 

Пример 

ÌÉÍ
ᴼ

ὼ ὼ σ

ὼ ςὼ υ
ÌÉÍ
ᴼ

ρ
ὼ
ρ
ὼ

σ
ὼ

ρ
ς
ὼ
υ
ὼ

ÌÉÍ
ᴼ

ρ
ὼ
ρ
ὼ

σ
ὼ

ÌÉÍ
ᴼ
ρ
ς
ὼ
υ
ὼ

π

ρ
πȢ 

Определение 4.2.4.  

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ Њȟ̆ ̒̌Ì̉ÉÍ

ᴼ

ρ

Ὢὼ
πȠ                     

Њȟ̆ ̒̌Ì̉ÉÍ
ᴼ  

ρ

Ὢὼ
π̉  Ὢὼ π

Њȟ̆ ̒̌Ì̉ÉÍ
ᴼ  

ρ

Ὢὼ
π̉  Ὢὼ π

ữ
Ữ

ử 

на некоторой окрестности точки ὥ ὼ ὥ. 

 

Примеры 

1. ÌÉÍO Њ. 

2. ÌÉÍO Њ. 

3. ÌÉÍO
ȿ ȿ

Њ. 

Пусть  ̇– произвольное число π. 
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Окрестность символа 

Њȡὼȿὼ ὓȟ 

 

Њȡὼȿὼ ὓȟ 

 

Њȡὼȿȿὼȿ ὓȟ 

 

Пусть ᶰЊȟЊȟЊ . По определению 

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ

ừ
ỬỬ
Ừ

ỬỬ
ứ Њȟ̆ ̒̌Ì̉ÉÍ

ᴼ

ρ

Ὢὼ
πȠ                                                   

Њȟ̆ ̒̌Ì̉ÉÍ
ᴼ  

ρ

Ὢὼ
π̉  Ὢὼ π

Њȟ̆ ̒̌Ì̉ÉÍ
ᴼ  

ρ

Ὢὼ
π̉  Ὢὼ π

ữ
Ữ

ử

 
̎ ́̎̆̋̏̓̏̑̏̊
̏̋̑̆̒̎̏̒̓̉ Ȣ

 

 

Примеры 

1. ÌÉÍO ὼ Њ. 

2. ÌÉÍO ὼ Њ. 

3. ÌÉÍO ὼ Њ. 

4. ÌÉÍO ὼ ЊȢ 

Теорема 4.2.5 (ʦʙ ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʥʦʩʪʠ ʬʫʥʢʮʠʠ, ʠʤʝʶʱʝʡ ʧʨʝʜʝʣ). ʇʫʩʪʴ 

ÌÉÍ O Ὢὼ ὦ, ʛʜʝ ὦ ï ʯʠʩʣʦ,   ï ʯʠʩʣʦ ʠʣʠ ʦʜʠʥ ʠʟ ʩʠʤʚʦʣʦʚ 

ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦʩʪʠ. ʊʦʛʜʘ Ὢὼ  ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʘ ʥʘ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʠ Ὗ , 

ʪ.ʝ. ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʪʘʢʦʝ ʯʠʩʣʦ ὃ π, ʯʪʦ 

ȿὪὼȿ ὃ ̅̌ ̠̖̃̒̆ ὼɴ Ὗȟὼ Ȣ 

Доказательство. По определению предела для  ρ найдется такая 

окрестность Ὗ , что для всех ὼɴ Ὗ ,ὼ :  

ȿὪὼ ὦȿ ρȢ 
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Но ȿὪὼȿ ȿὦȿ ȿὪὼ ὦȿ. Поэтому ȿὪὼȿ ȿὦȿ ρ, ȿὪὼȿ ȿὦȿ

ρ. Теперь достаточно взять ὃ ȿὦȿ ρ. 

Теорема 4.2.6 (ʦ ʧʝʨʝʭʦʜʝ ʢ ʧʨʝʜʝʣʫ ʚ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʘʭ). ɽʩʣʠ 

ÌÉÍ O Ὢὼ ὦ, ÌÉÍ O Ὢὼ ὦ ʠ ʥʘ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʠ Ὗ , 

ὼ : 

Ὢὼ Ὢὼȟ 

то ὦ ὦ. 

Доказательство. Пусть, наоборот, ὦ ὦ ,   , Ὕ , Ὕ  ï -

окрестности ὦ и ὦ. 

 

В силу условия найдутся такие окрестности Ὗ   и Ὗ  , что  

ὼɴ Ὗ  , ὼ  ὪὼᶰὝ, ὼɴ Ὗ  , ὼ  ὪὼᶰὝ. 

Заметим, что Ὗ ᷊Ὗ  ᷊Ὗ  ὠ  – окрестность Если ὼɴ .

ὠ , ὼ то по условию Ὢὼ ,  Ὢὼ. С другой стороны, ὪὼᶰὝ, 

ὪὼᶰὝ, т.е. Ὢὼ ὪὼПротиворечие. Теорема доказана. 

Теорема 4.2.7 (ʦ ʧʨʝʜʝʣʝ ʧʨʦʤʝʞʫʪʦʯʥʦʡ ʬʫʥʢʮʠʠ). ɽʩʣʠ 

ÌÉÍ O Ὢὼ ÌÉÍ O Ὢὼ ὦ ʠ ʥʘ ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʠ Ὗ , ὼ , 

Ὢὼ •ὼ Ὢὼ, ʪʦ ὰὭά O •ὼ ὦ. 

Доказательство. Пусть  π. В силу условия найдутся такие 

окрестности Ὗ   и Ὗ  , что 

ὼɴ Ὗ  , ὼ  ȿὪὼ ὦȿ , 

ὼɴ Ὗ  , ὼ  ȿὪὼ ὦȿ . 

(1) 

Пусть Ὗ  ᷊Ὗ  ᷊Ὗ ὠ . Если ὼ  , ὼɴ ὠ ,  то 

выполняются неравенства (1) и Ὢὼ •ὼ Ὢὼ  (по условию), а значит, 

ὦ  Ὢὼ •ὼ Ὢὼ ὦ ȟ 

т.е. ȿ•ὼ ὦȿ . 

Это доказывает теорему. 
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4.3. Замечательные пределы 

1-й замечательный предел: 

ÌÉÍ 
ᴼ

ÓÉÎὼ

ὼ
ÌÉÍ 
ᴼ

ὼ

ÓÉÎὼ
ρȢ 

Пусть π ὼ . 

Ὓ Ὓ̒̆̋̓Ȣ Ὓ ȟ 

ρ

ς
ȿὕὃȿẗȿὓὔȿ

ρ

ς
ὼ
ρ

ς
ȿὕὃȿẗȿὄὃȿȟ 

ÓÉÎὼ ὼ ÔÇ ὼ  

 
ρ

ὼ

ÓÉÎὼ

ρ

ÃÏÓὼ
Ȣ (1) 

Неравенство (1) справедливо и для ɀ ὼ π, так как ,  –  четные 

функции. Так как ÌÉÍOÃÏÓὼ ρ, остается применить теорему 4.2.7. 

Примеры 

1. ÌÉÍO
υὼ ὸ

ὼ υÌÉÍO υ. 

2. ÌÉÍO
ÔÇ 

ÌÉÍO ÌÉÍO
ẗ ẗ

ẗ ẗ
. 

2-й замечательный предел: 

ÌÉÍ
ᴼ
ρ
ρ

ὼ
ÌÉÍ
ᴼ
ρ ὸ Ὡȟ 

Ὡ ςȢχρψ, ÌÏÇὥ ÌÎὥ . 

Примеры 

1. ÌÉÍO ρ σὼ
σὼ ὸ

ὼ ÌÉÍOρ ὸ Ὡ  . 

2. ÌÉÍO ÌÉÍO ρ
 

 

ÌÉÍOρ ὸ ÌÉÍOρ ὸ ẗÌÉÍOρ ὸ Ὡ  
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4.4. Непрерывность функции 

Определение 4.4.1. ʌʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʦʡ ʚ 

ʪʦʯʢʝ ὼ, ʝʩʣʠ 

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ Ὢὼ Ȣ 

Обозначим ῳὼ ὼ ὼ, ὼ ὼ ɝὼ, ɝὼ –  приращение аргумента. 

Число ɝώ Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ  называется приращение функции Ὢὼ 

в точке ὼ.  

 

Рис.4.4.1 

Определение 4.4.2. ʌʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʦʡ ʚ 

ʪʦʯʢʝ ὼ, ʝʩʣʠ  

ÌÉÍ
ᴼ
ɝώ π 

ʌʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʦʡ ʥʘ ʤʥʦʞʝʩʪʚʝ ὢ, ʝʩʣʠ ʦʥʘ 

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʢʘʞʜʦʡ ʪʦʯʢʝ ʵʪʦʛʦ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ. 

Примеры. 

1. ώ ὧ – const, ɝώ ὧ ὧ π, ÌÉÍO  ɝώ π. 

2. ώ ὼ, ÌÉÍO ɝώ ÌÉÍO ɝὼ π. 

3. ώ ÓÉÎὼ. 

ȿɝώȿ ȿÓÉÎὼ ɝὼ ÓÉÎὼȿ ςÓÉÎ
ɝὼ

ς
ÃÏÓὼ

ɝὼ

ς
ςÓÉÎ

ɝὼ

ς
ÌÉÍ
ᴼ
ɝώ πȢ 

Теорема 4.4.3. ɽʩʣʠ Ὢὼ, •ὼ ï ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, ʪʦ Ὢὼ

•ὼ , Ὢὼẗ•ὼ ,  •ὼ π  ʪʘʢʞʝ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ. ʕʪʦ 

ʩʣʝʜʫʝʪ ʠʟ ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʝʡ ʪʝʦʨʝʤʳ ʦ ʧʨʝʜʝʣʘʭ. 
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Определение 4.4.4. ɽʩʣʠ ώ Ὢὼ , ᾀ •ώ  ï ʜʚʝ ʬʫʥʢʮʠʠ, ʪʦ 

ʬʫʥʢʮʠʶ ᾀ •Ὢὼ  ʥʘʟʳʚʘʶʪ ʩʣʦʞʥʦʡ ʬʫʥʢʮʠʝʡ ʠʣʠ ʩʫʧʝʨʧʦʟʠʮʠʝʡ Ὢ ʠ 

•.  

Примеры.  

1. ÔÇὼ . 

2. ÌÎὼ. 

3.Ὡ . 

Теорема 4.4.5 (ʦ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʦʩʪʠ ʩʣʦʞʥʦʡ ʬʫʥʢʮʠʠ). ʇʫʩʪʴ ώ Ὢὼ ï

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, Ὢὼ ώ,ᾀ •ώ ï ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ώ. ʊʦʛʜʘ 

ʩʣʦʞʥʘʷ ʬʫʥʢʮʠʷ ᾀ •Ὢὼ  ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ὼ. 

Доказательство. 

ÌÉÍ
ᴼ
•Ὢὼ ÌÉÍ

ᴼ
•ώ •ώ •Ὢὼ Ȣ 

 

4.5. Понятие элементарной функции 

Функции ὧ – const, ὼ ,  ὥ , ÌÏÇὼ, ÓÉÎὼ, ÃÏÓὼ, ÔÇ ὼ, ÃÔÇ ὼ, ÁÒÃÓÉÎὼ, 

ÁÒÃÃÏÓὼ, ÁÒÃÔÇ ὼ, ÁÒÃÃÔÇ ὼ называют ʧʨʦʩʪʝʡʰʠʤʠ ʵʣʝʤʝʥʪʘʨʥʳʤʠ ʬʫʥʢ-

ʮʠʷʤʠ. 

ʕʣʝʤʝʥʪʘʨʥʦʡ называется функция, которая получается из простейших 

элементарных функций с помощью конечного числа операций сложения, 

вычитания, умножения, деления и суперпозиции. 

Примеры 

1.ςὼ ÃÏÓὩ υ. 

2. ÌÎρ ÁÒÃÔÇ ὼ . 

3. ς φ. 

Теорема 4.5.1. ʕʣʝʤʝʥʪʘʨʥʳʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳ ʚ ʦʙʣʘʩʪʠ ʠʭ 

ʦʧʨʝʜʝʣʝʥʠʷ. 

Доказательство. Для доказательства достаточно установить 

непрерывность простейших элементарных функций и применить теоремы 

4.4.3, 4.4.5; ώ ὧ, ώ ὼ, ώ ÓÉÎὼ – непрерывны (см. примеры 1, 2, 3 п. 4.4) 
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следовательно, ὼ – непрерывна, значит, ÃÏÓὼ ÓÉÎ ὼ – 

непрерывная функция. Тогда ÔÇ ὼ  – непрерывная функция, ÃÔÇ ὼ  

– непрерывная функция. Непрерывность остальных функций доказывать не 

будем. 

 

4.6. Бесконечно малые функции 

Пусть .число или один из символов бесконечности –   

Определение  4.6.1. ʌʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ ʤʘʣʦʡ 

(ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ ʙʦʣʴʰʦʡ) ʧʨʠ ὼO ʝʩʣʠ , 

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ π ЊȢ 

Примеры. 

1.  – бесконечно малая при ὼO Њ. 

2. ÓÉÎὼ – бесконечно малая при ὼO π. 

3. Ὡ – бесконечно малая при ὼO Њ (но не является бесконечной 

малой при ὼO Њ Њ ). 

Теорема 4.6.2. ʇʫʩʪʴ ÌÉÍO•ὼ ὧ, ʛʜʝ ὧ – ʯʠʩʣʦ. ʊʦʛʜʘ •ὼ ὧ

Ὢὼ, ʛʜʝ Ὢὼ – ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ ʤʘʣʘʷ ʧʨʠ ὼO . 

Доказательство. Положим, что Ὢὼ •ὼ ὧ. Имеем 

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ ÌÉÍ

ᴼ
•ὼ ὧ ÌÉÍ

ᴼ
•ὼ ÌÉÍ

ᴼ
ὧ ὧ ὧ πȢ 

Это доказывает теорему. 

Определение 4.6.3. ʇʫʩʪʴ ὼ, ὼ – ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ ʤʘʣʳʝ ʬʫʥʢʮʠʠ ʧʨʠ 

ὼO ɽʩʣʠ . 

ÌÉÍ
ᴼ

ὼ

ὼ
ρȟ 

ʪʦ ὼ,ὼ ʥʘʟʳʚʘʶʪʩʷ ʵʢʚʠʚʘʣʝʥʪʥʳʤʠ ʙʝʩʢʦʥʝʯʥʦ ʤʘʣʳʤʠ.  

Запись: ὼ ὼ, ὼO . 

Примеры.  

1. ÓÉÎὼ ὼ, ὼO π (первый замечательный предел). 



90 
 

2. ÌÎρ ὼ ὼ, ὼO π; ÌÉÍO  

ÌÉÍOÌÎρ ὼ ÌÎÌÉÍO ρ ὼ ÌÎὩ ρ. 

3. ρ ÃÏÓὼ , ὼO π (доказать самостоятельно, используя ρ

ÃÏÓὼ ςÓÉÎ ). 

Теорема 4.6.4. ɽʩʣʠ ὼ ὼ, ὼ „ὼ, ὼO ʪʦ , 

ÌÉÍ
ᴼ

ὼ

ὼ
ÌÉÍ
ᴼ

ὼ

„ὼ
Ȣ (1) 

Равенство (1) надо понимать в том смысле, что если один из пределов 

существует, то существует другой и они равны. 

Доказательство. Пусть, например, существует левый предел в ра-

венстве (1). 

ÌÉÍ
ᴼ



„
ÌÉÍ
ᴼ

 

„
ÌÉÍ
ᴼ




ẗÌÉÍ
ᴼ




ẗÌÉÍ
ᴼ



„
ÌÉÍ
ᴼ




Ȣ 

Примеры. 

1. ÌÉÍO ÌÉÍO
 
ρ. 

2. ÌÉÍO ÌÉÍO ÌÉÍO π. 

 

4.7. Односторонние пределы. Односторонняя 

непрерывность  

Если в определении предела Ὢὼ  при ὼO ὥ рассматривать только 

точки ὼ ὥ ( ὼ ὥ), то получим понятие ʧʨʘʚʦʛʦ (ʣʝʚʦʛʦ) пределов. 

Обозначение: 

ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ Ȣ  

Примеры. 

1. ÌÉÍO Њ, ÌÉÍO Њ. 

2. ÓÇÎ ὼ
ρȟ ὼ πȟ
πȟ ὼ πȟ
ρȟὼ πȢ

ÌÉÍO ÓÇÎ ὼ ρ ÌÉÍO ÓÇÎ ὼ ρ. 
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Определение 4.7.1. ʌʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʦʡ ʩʧʨʘʚʘ 

(ʩʣʝʚʘ) ʚ ʪʦʯʢʝ ὥ, ʝʩʣʠ 

ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ Ὢὥ ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ Ὢὥ Ȣ 

Пример. 

Ὢὼ
ὼȟ  ὼ πȠ
 σȟ ὼ πȢ

  –  непрерывна справа в точке ὼ π, но не 

является непрерывной слева в этой точке. 

 

4.8. Классификация точек разрыва 

а) ʋʩʪʨʘʥʠʤʳʡ ʨʘʟʨʳʚ. Точка ὥ называется точкой устранимого 

разрыва функции ώ Ὢὼ , если существует конечный предел ὃ

ÌÉÍOὪὼ, но либо ὃ Ὢὥ, либо Ὢὼ в точке ὥ не определена. 

Пример. 

ὥ πȟὪὼ
ÓÉÎὼ

ὼ
ȟὼ πȟ

ςȟ ὼ πȢ
 

б) ʈʘʟʨʳʚ 1-ʛʦ ʨʦʜʘ. Точка ὥ называется точкой разрыва 1-го рода 

функции Ὢὼ , если существуют конечные, но не равные друг другу 

односторонние пределы 

ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼȟ ÌÉÍ
ᴼ

ὪὼȢ 

Примеры. 

1. ÓÇÎ ὼ, ὥ π. 

2. ὥ ς, Ὢὼ
ὼȟὼ ςȟ
ὼȟ ὼ ςȢ

 

в) ʈʘʟʨʳʚʳ 2-ʛʦ ʨʦʜʘ. Точка ὥ называется точкой разрыва 2-го рода 

функции Ὢὼ, если хотя бы один из односторонних пределов ÌÉÍO Ὢὼ, 

ÌÉÍO Ὢὼ бесконечен или не существует. 

Примеры. 

1. ÓÉÎ в точке  ὥ π. 
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2.  при ὥ χ. 

3. ÃÔÇ ὼ при  ὥ “Ὧ, Ὧ πȟρȟȣ. 

 

4.9. Свойства функции, непрерывной на отрезке 

Функция ώ Ὢὼ  называется непрерывной на ὥȟὦ , если она 

непрерывна в каждой точке ὥȟὦ , непрерывна справа в точке ὥ и 

непрерывна слева в точке ὦ. 

Теорема 4.9.1. ʇʫʩʪʴ Ὢὼ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʥʘ ὥȟὦ. ʊʦʛʜʘ ʠʤʝʝʤ: 

1. Ὢὼ ʦʛʨʘʥʠʯʝʥʘ ʥʘ ὥȟὦ, ʪ.ʝ. ʩʫʱʝʩʪʚʫʶʪ ʪʘʢʠʝ ʯʠʩʣʘ ά, ὓ, ʯʪʦ 

ὼᶅɴ ὥȟὦ: ά Ὢὼ ὓ. 

 

2. Ὢὼ  ʜʦʩʪʠʛʘʝʪ ʥʘ ὥȟὦ  ʩʚʦʝʛʦ ʥʘʠʤʝʥʴʰʝʛʦ ʠ ʥʘʠʙʦʣʴʰʝʛʦ 

ʟʥʘʯʝʥʠʡ, ʪ.ʝ.  ɱ, ᶰὥȟὦ 

 Ὢ ÍÉÎ
ᶰ ȟ

ὪὼȟὪ ÍÁØ
ᶰ ȟ

ὪὼȢ 

 

3. ɽʩʣʠ ʩ ʣʝʞʠʪ ʤʝʞʜʫ Ὢὥ ʠ Ὢὦ , ʪʦ ɱᶰὥȟὦȡ Ὢ ὧȢ 
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Без доказательства. 

Следствие 4.9.2. ɽʩʣʠ Ὢὼ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʥʘ ὥȟὦ, ὪὥẗὪὦ π, ʪʦ 

ʫʨʘʚʥʝʥʠʝὪὼ π ʠʤʝʝʪ ʥʘ ὥȟὦ ʭʦʪʷ ʙʳ ʦʜʠʥ ʢʦʨʝʥʴ. 
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Глава 5. Производная и её приложение 

 

5.1. Производная 

Пусть ώ Ὢὼ  определена на ὥȟὦ . Зафиксируем ὼɴ ὥȟὦ .  Пусть 

ῳὼ π такое число, что ὼ ῳὼɴ ὥȟὦ. Число 

ῳώ Ὢὼ ῳὼ Ὢὼ 

называется приращением функции ώ Ὢὼ в точке ὼ, соответствующим 

приращению аргумента ɝὼ. 

 Рассмотрим 

ɝώ

ɝὼ

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ

ɝὼ
Ȣ (1) 

Определение 5.1.1. ʇʨʦʠʟʚʦʜʥʦʡ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ  ʚ ʪʦʯʢʝ 

ὼʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʨʝʜʝʣ ʦʪʥʦʰʝʥʠʷ (1) ʧʨʠ ɝὼO π (ʧʨʠ ʫʩʣʦʚʠʠ, ʯʪʦ ʵʪʦʪ 

ʧʨʝʜʝʣ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ). 

Обозначения производной: ώ ὼ, Ὢ ὼ, . Итак, по определению, 

ώ ὼ Ὢ ὼ ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ

ɝὼ
Ȣ (2) 

Примеры. 

1. ώ ὧ – const; ɝώ ὧ ὧ π ὧ π. 

2. ώ ὼ; ɝώ ɝὼ, ρ ὼ ρ. 

3. ώ Ѝὼ . Найдем производную в точке ὼ π. 

ώπ πȟɝώ π ɝὼ ȟ 

ώ ÌÉÍ
ᴼ

Ѝɝὼ

ɝὼ
ÌÉÍ
ᴼ

ρ

ɝὼ
ЊȢ 

4. ώ ȿὼȿ не имеет производной в точке ὼ π. Действительно,  
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ώπ πȟɝώ ȿπ ɝὼȿ π ȿɝὼȿ
ɝὼȟ ɝὼ πȟ
ɝὼȟɝὼ πȟ

 

Δώ

Δὼ
ρ Δὼ πȟ
ρ Δὼ π

̎ ̆̉̍̆̆̓ ̐̑̆̅̆̌́ ̐̑ ̉ΔὼO πȢ 

Определение 5.1.2. ʌʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʦʡ ʚ 

ʪʦʯʢʝ ὼ (ʥʘ ʤʥʦʞʝʩʪʚʝ ὢ); ʝʩʣʠ ʦʥʘ ʠʤʝʝʪ ʚ ὼ (ʚʦ ʚʩʝʭ ʪʦʯʢʘʭ ʤʥʦʞʝʩʪʚʘ 

ὢ) ʢʦʥʝʯʥʫʶ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ.  

Теорема 5.1.3. ɽʩʣʠ ώ Ὢὼ  ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, ʪʦ ʦʥʘ ʠ 

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼȢ 

Доказательство. По условию существует конечный предел 

Ὢ ὼ ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ

ɝὼ
Ȣ 

Следовательно, 

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ

ɝὼ
Ὢ ὼ ɝὼȟ 

где ɝὼᴼπ при ɝὼO π. Отсюда 

ɝώ Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ Ὢ ὼɝὼ ɝὼɝὼȢ 

Переходя к пределу при ɝὼO π, получаем ÌÉÍO ɝώ π, т.е. Ὢὼ 

непрерывна в точке ὼ. Теорема доказана. 

Замечание 5.14. ʆʙʨʘʪʥʦʝ ʫʪʚʝʨʞʜʝʥʠʝ ʥʝʚʝʨʥʦ. ʊʘʢ, ʬʫʥʢʮʠʷ ώ ȿὼȿ 

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʚ ʣʶʙʦʡ ʪʦʯʢʝ, ʥʦ ʥʝ ʠʤʝʝʪ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ ʚ ʪʦʯʢʝ π. ɻʨʘʬʠʢʠ 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʳʭ ʬʫʥʢʮʠʡ ʥʝ ʪʦʣʴʢʦ ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳʝ ʣʠʥʠʠ, ʥʦ ʝʱʝ ʠ "ʛʣʘʜʢʠʝ". ʂʘʢ 

ʤʳ ʫʚʠʜʠʤ, ʦʥʠ ʠʤʝʶʪ ʢʘʩʘʪʝʣʴʥʳʝ ʚ ʣʶʙʦʡ ʩʚʦʝʡ 

ʪʦʯʢʝ (рис. 5.1.1) 

 

Рис. 5.1.1 

Из многочисленных примеров приложений производных отметим лишь два. 
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1. Предположим, что ώ Ὢὼ  описывает закон движения материальной 

точки по прямой линии. Здесь ώ есть расстояние (с учетом знака) точки до 

начальной точки ὕ в момент времена ὼ. Тогда отношение (1) определяет среднюю 

скорость точки за время от ὼ до ὼ ɝὼ, а Ὢ ὼ есть мгновенная скорость точки в 

момент времени ὼ.  

2. Пусть ώ Ὢὼ  есть количество тока, проходящее через сечение 

проводника за время ὼ.  Тогда отношение (1) есть средняя сила за промежуток 

времени ὼȟὼ ɝὼ,  а Ὢ ὼ – сила тока в момент, времени ὼ. 

 

5.2. Геометрический смысл производной 

Прямую ὓὖ назовем секущей. 

Определение 5.2.1. ʂʘʩʘʪʝʣʴʥʦʡ ʢ ʛʨʘʬʠʢʫ ʬʫʥʢʮʠʠώ Ὢὼ  ʚ ʪʦʯʢʝ 

ὓ ὼȟὪὼ  ʥʘʟʦʚʝʤ ʧʨʝʜʝʣʴʥʦʝ ʧʦʣʦʞʝʥʠʝ ʩʝʢʫʱʝʡ ὓὖ ʧʨʠ ɝὼO π (ʝʩʣʠ ʦʥʦ 

ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ) ï см. рис. 5.2.1. 

 

Рис. 5.2.1 

Пусть ώ Ὢὼ дифференцируема в точке ὼ, т.е. существует конечный 

предел 

 Ὢ ὼ ÌÉÍ
ᴼ

ɝώ

ɝὼ
ÌÉÍ
ᴼ
ÔÇ • ÔÇÌÉÍ

ᴼ
• ÔÇ ɻȢ 

где  ÁÒÃÔÇ Ὢ ὼ. 3аметим, что знаки ÌÉÍ  и ÔÇ можно поменять местами в силу 

непрерывности функции ώ ÔÇ ὼ. Так как ÌÉÍO • , то в точке ὓ 

существует касательная к графику функции ώ Ὢὼ. 

Итак, производная Ὢ ὼ равна угловому коэффициенту касательной ÔÇ  в 

точке ὓ к графику ώ Ὢὼ. 
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5.3. Правила дифференцирования 

Теорема 5.3.1. ɽʩʣʠ ό όὼ, ὺ ὺὼ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʳ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, ʪo 

ό ὺ, όẗὺ,  ὺὼ π ʪʘʢʞʝ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʳ ʚ ὼ, ʧʨʠʯʝʤ ʠʤʝʶʪ ʤʝʩʪʦ 

ʬʦʨʤʫʣʳ: 

1) ό ὺ ό ὺ; 

2) όẗὺ όὺ ὺό; 

3) . 

Доказательство. Докажем только первую формулу. Пусть ώ ό ὺ, ɝό, 

ɝὺ, ɝώ – приращения функций ό, ὺ,◐ в точке ὼ, соответствующие приращению 

ɝὼ π. Тогда, очевидно, 

◕◐ ◐● ◕● ◐● ◊● ◕● ○● ◕● ◊● ○●

◊● ◕● ◊● ○● ◕● ○● ◕◊ ◕○Ȣ 

Таким образом, 

◕◐

◕●

◕◊

◕●

◕○

◕●
Ȣ 

Осталось перейти к пределу при ɝὼO π. 

Следствие 5.3.2. ɽʩʣʠ ὺὼ ὧ ὧέὲίὸ, ʪʦ  

ὧό ὧό ὧό πẗό ὧό ὧόȢ 

Теорема 5.3.3. ʇʫʩʪʴ ό •ὼ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, ʘ ώ Ὢό 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ό. ʊʦʛʜʘ ʩʣʦʞʥʘʷ ʬʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢ•ὼ  

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, ʧʨʠʯʝʤ ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʘ ʩʣʝʜʫʶʱʘʷ ʬʦʨʤʫʣʘ: 

ώ ὪẗόȢ 

5.4. Производные тригонометрических функций 

1. ÓÉÎὼ ÃÏÓὼȢ 

Действительно, применяя формулу ÓÉÎ ÓÉÎ ςÓÉÎẗÃÏÓ , 

получаем. 

ÓÉÎὼ ÌÉÍ
ᴼ

ÓÉÎὼ ῳὼ ÓÉÎὼ

ɝὼ
ÌÉÍ
ᴼ

ςÓÉÎ
ɝὼ
ς
ẗÃÏÓὼ

ɝὼ
ς

ɝὼ
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ÌÉÍ
ᴼ

ÓÉÎ
ɝὼ
ς

ɝὼ
ς

ẗÌÉÍ
ᴼ
ÃÏÓὼ

ɝὼ

ς
ρẗÃÏÓὼ ÃÏÓὼ 

мы использовали 1-й замечательный предел и непрерывность функции ώ ὧέίὼ. 

2. ÃÏÓὼ ÓÉÎὼ. 

В самом деле, 

ÃÏÓὼ ÓÉÎ
“

ς
ὼ ÃÏÓ

“

ς
ὼẗ

“

ς
ὼ ÓÉÎὼẗ ρ ÓÉÎὼȢ 

3. ÔÇ ὼ . 

Воспользуемся формулой, выражающей производную частного: 

ÔÇ ὼ
ÓÉÎὼ

ÃÏÓὼ

ÓÉÎὼ ÃÏÓὼ ÃÏÓὼ ÓÉÎὼ

ÃÏÓὼ

ÃÏÓὼ ÓÉÎὼ

ÃÏÓὼ

ρ

ÃÏÓὼ
Ȣ 

4. ÃÔÇ ὼ . 

Доказывается аналогично предыдущему. 

 

5.5. Таблица производных простейших элементарных 

функций 

1. ὧ π (ὧ – const ); 

2. ὼ ὥὼ , в частности, , Ѝὼ
Ѝ

 ; 

3. ὥ ὥὰὲὥ π ὥ ρ; 

4. Ὡ Ὡ; 

5. ὰέὫὼ ὰέὫὩ ὼ πȟπ ὥ ρ ; 

6. ὰὲὼ  ; 

7. ίὭὲὼ ὧέίὼ ; 

8. ὧέίὼ ίὭὲὼ ; 
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9. ÔÇ ὼ  ; 

10. ÃÔÇ ὼ  ; 

11. ÁÒÃÓÉÎὼ
Ѝ

 ; 

12. ὥὶὧὧέίὼ
Ѝ

 ; 

13. ὥὶὧὸὫὼ  ; 

14. ÁÒÃÃÔÇ ὼ  . 

Указанная таблица вместе с правилами дифференцирования суммы, 

произведения и частного и правилом дифференцирования сложной функции 

составляет основу дифференциального исчисления. 

Примеры. 

1. ὼ ςÓÉÎὼ σὼ ςÃÏÓὼ. 

2. ρ ὼὩ ρὩ ρ ὼὩ. 

3. . 

4. ÌÎὼ σ ὼ σ . 

5. Ὡ Ὡ ÃÏÓςὼ Ὡ ÓÉÎςὼẗς. 

6. ώ ὼ , ÌÎώ ÓÉÎὼÌÎὼ; ώ ÃÏÓὼÌÎὼ ,  

ώ ὼ ÃÏÓὼÌÎὼ . 

 

5.6. Дифференциал 

Пусть ώ Ὢὼ дифференцируема в точке ὼ, т.е. существует конечный 

предел 

ÌÉÍ
ᴼ

ɝώ

ɝὼ
ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ

ɝὼ
Ȣ 

Следовательно, 
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ɝώ

ɝὼ
Ὢ ὼ ȟ 

где  ɝὼᴼπ  при ɝὼO π. Отсюда 

ɝώ Ὢ ὼɝὼ ɝὼȢ (1) 

Определение 5.6.1. ɼʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʦʤ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ  ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ, 

ʩʦʦʪʚʝʪʩʪʚʫʶʱʠʤ ʧʨʠʨʘʱʝʥʠʶ ʘʨʛʫʤʝʥʪʘ ῳὼ, ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʧʨʦʠʟʚʝʜʝʥʠʝ 

Ὠώ Ὢ ὼῳὼȢ 

Если ὼ – независимое переменное, то по определению  

Ὠὼ ɝὼ, Ὠώ Ὢ ὼὨὼ, Ὢ ὼ . 

 

5.7. Геометрический смысл дифференциала  

Пусть ὰ –  касательная к графику функции ώ Ὢὼ в точке ὓ ὼȟὪὼ  (см. 

рис 3). Покажем, что Ὠώ –  величина отрезка ὖὗ. Действительно, 

Ὠώ Ὢ ὼɝὼ ὸὫ   ɝὼ
ὖὗ

ɝὼ
ɝὼ ὖὗȢ 

Итак, дифференциал Ὠώ функции ώ Ὢὼ  в точке ὼ, соответствующий  

приращению аргумента ɝὼ, равен приращению ординаты касательной ὰ в точке ὓ. 

 

Рис. 5.7.1 

5.8. Инвариантность (неизменность) формы 

дифференциала  

Если ὼ –  независимая переменная, то 
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Ὠώ Ὢ ὼὨὼȢ 

Допустим, что ὼ •ὸ, где ὸ – независимая переменная, ώ Ὢ•ὸ .  Тогда 

Ὠώ Ὢ•ὸ ὨὸὪ ὼ • ὸὨὸὪ ὼὨὼȢ 

Итак, форма дифференциала не изменялась. Это свойство и называется 

ʠʥʚʘʨʠʘʥʪʥʦʩʪʴʶ ʬʦʨʤʳ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʘʣʘ. 

 

5.9. Применение дифференциала в приближенных 

вычислениях  

Из формулы (1) выводим, что при малых ɝὼ. 

ɝώ Ὠώ Ὢ ὼɝὼȢ 

Отсюда получаем 

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ Ὢ ὼɝὼȟ 

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ Ὢ ὼɝὼȢ 

Это и используется в приближенных вычислениях. 

Пример. 

Вычислить приближенно: а) ЍρȢπππς;   б) ὩȢ . 

 

5.10.Производные высших порядков 

Пусть ώ Ὢὼ дифференцируема на ὥȟὦ. Тогда ώ Ὢ ὼ определена 

на ὥȟὦ. Если эта функция также дифференцируема на ὥȟὦ, то можно 

рассмотреть функцию 

ώ ὼ Ὢ ὼ Ὢ ὼ ȟ 

которая называется второй производной (производной второго порядка) 

функции ώ Ὢὼ. Аналогично,  

 Ὢ ὼ Ὢ ὼ  –  третья производная; 

 Ὢ ὼ Ὢ ὼ  –   четвертая производная; 
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 ỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄỄ  

 Ὢ ὼ Ὢ ὼ  –   ὲ-я производная функции ώ Ὢὼ. 

Примеры. 

1. ώ Ὡ , ώ ὯὩ , ώ ὯὩ , …, ώ ὯὩ .  

2. ώ ÓÉÎὼ, ώ ÃÏÓὼ, ώ ÓÉÎὼ, ώ ÃÏÓὼ, ώ ÓÉÎὼ, …, 

ώ

ÃÏÓὼȟ  ὲ ρ τὯȟ
ÓÉÎὼȟ ὲ ς τὯȟ
ÃÏÓὼȟ ὲ σ τὯȟ
ÓÉÎὼȟ  ὲ τὯȢ

 

3. ώ , ώ ρ ςὼ ρ ẗς, ώ ρ ρẗςẗςὼ ρ ẗ

ς, …, 

ώ ρ ὲȦςὼ ρ ẗςȢ 

 

5.11. Дифференцирование функций, заданных 

параметрически 

Пусть зависимость ◐ от ● от выражена через параметр ◄, (рис. 5.11.1) т.е.  

ὼ •ὸ

ώ ὸ
ὥ ὸ ὦȢ 

 

Рис. 5.11.1 

Это надо понимать так. Для функции ● ⱴ◄  существует обратная 

функция ◄ ⱴ ● и поэтому можно записать явную зависимость 

◐ ⱶ ⱴ ● Ȣ 
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Найдем ◐● через ⱴ◄ȟⱶ◄. В силу инвариантности формы дифференциала  

▀◐ ◐●▀● . Отсюда  

◐●
▀◐

▀●

ⱶ◄▀◄

ⱴ◄▀◄

ⱶ◄
ⱴ◄
Ȣ 

Аналогично находим 2-ю производную: 

Ὠώ ώ Ὠὼȟ 

ώ
Ὠώ

Ὠὼ

Ὠ

•

Ὠὼ


•
Ὠὸ

•Ὠὸ

 • • 

•
Ȣ 

Подобном образом – можно вычислить и производные более высоких 

порядков. 

 

5.12. Некоторые свойства дифференцируемых функций 

Определение 5.12.1. ɻʦʚʦʨʷʪ, ʯʪʦ ʬʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ  ʠʤʝʝʪ (ʠʣʠ 

ʜʦʩʪʠʛʘʝʪ) ʚ ʪʦʯʢʝ  ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʘʢʩʠʤʫʤ (ʤʠʥʠʤʫʤ), ʝʩʣʠ ʥʘʡʜʝʪʩʷ ʪʘʢʘʷ 

ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʴ Ὗ ʪʦʯʢʠ , ʯʪʦ ʜʣʷ ʚʩʝʭ ὼɴ Ὗ: 

Ὢ Ὢὼ Ὢ Ὢὼ Ȣ 

Локальный максимум и локальный минимум объединяются общим 

названием ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʵʢʩʪʨʝʤʫʤ. 

 

Рис. 5.12.1 

Функция, график которой изображен на рис. 5.12.1, имеет локальный 

максимум в точках ȟ и локальный минимум в точках ȟ 
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Теорема 5.12.2 (Теорема Ферма). ʇʫʩʪʴ ʬʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ  ʠ ʠʤʝʝʪ ʚ ʵʪʦʡ ʪʦʯʢʝ ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʵʢʩʪʨʝʤʫʤ. ʊʦʛʜʘ 

Ὢ ὥ π. 

Доказательство. Идея доказательства теоремы Ферма следующая. Пусть для 

определенности Ὢὼ имеет в точке  локальный минимум. По определению, Ὢ  

есть предел при ɝὼO π отношения 

Ὢ ɝὼ Ὢ

ɝὼ
ὫɝὼȢ 

Но при достаточно малых (по абсолютной величине) ɝὼ 

Ὢ ɝὼ Ὢ πȢ 

Следовательно, при таких ɝὼ получаем 

Ὣɝὼ π, если ɝὼ π, 

Ὣɝὼ π, если ɝὼ π. 

Отсюда и следует, что Ὢ  ÌÉÍO Ὣɝὼ π. Студенту предлагается 

провести полное доказательство самостоятельно. 

Теорема 5.12.3 (Теорема Ролля). ɽʩʣʠ ώ Ὢὼ  ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʥʘ ὥȟὦ, 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʥʘ ὥȟὦ  ʠ Ὢὥ Ὢὦ, ʪʦ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʪʘʢʘʷ ʪʦʯʢʘ ᶰ

ὥȟὦ, ʯʪʦ Ὢ  π. 

Доказательство. По свойству функций, непрерывных на отрезке, найдутся 

такие точки ὼȟὼᶰὥȟὦ, что 

ÍÁØ
ᶰ ȟ

Ὢὼ Ὢὼ ὓ ÍÉÎ
ᶰ ȟ

Ὢὼ Ὢὼ άȢ 

1. ὓ ά. В этом случае Ὢὼ ὓ ά – const и Ὢ  π при любом 

ᶰ ὥȟὦȢ 

2. ὓ ά. Поскольку Ὢὥ Ὢὦ , то хотя бы одна из точок ὼ  и ὼ 

принадлежит ὥȟὦ . Обозначим эту точку через . Очевидно, Ὢὼ достигает в 

точке  локального экстремума. В силу условия Ὢὼ дифференцируема в точке . 

По теореме Ферма Ὢ  π. Теорема доказана. 

Теорема Ролля имеет простой геометрический смысл: если крайние ординаты 

кривой ώ Ὢὼ равны, то, согласно теореме Ролля, на кривой ώ Ὢὼ найдется 

точка, в которой касательная к кривой параллельна оси ὕὼ (рис. 5.12.2). 
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Рис. 5.12.2 

Теорема 5.12.4 (Теорема Коши). ʇʫʩʪʴ █●ȟ▌● ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʳ ʥʘ ╪ȟ╫, 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʳ ʥʘ ╪ȟ╫ ʠ ▌ ●  ʧʨʠ ʣʶʙʦʤ ●ᶰ ╪ȟ╫ . ʊʦʛʜʘ ʥʘʡʜʝʪʩʷ 

ʪʘʢʘʷ ʪʦʯʢʘ ♪ᶰ ╪ȟ╫, ʯʪʦ 

Ὢὦ Ὢὥ

Ὣὦ Ὣὥ

Ὢ 

Ὣ 
Ȣ 

Доказательство. Заметим, что ▌╪ ▌╫. Действительно, в противном 

случае для функции ▌●  были бы выполнены все условия теоремы Ролля. 

Следовательно, нашлась бы такая точка ♫ᶰ ╪ȟ╫ , что ▌ ♫ . Но это 

противоречит условию теоремы. 

Рассмотрим следующую вспомогательную функцию: 

Ὂὼ Ὢὼ Ὢὥ
Ὢὦ Ὢὥ

Ὣὦ Ὣὥ
Ὣὼ Ὣὥ Ȣ 

В силу условия ╕●  непрерывна на ╪ȟ╫ȟ дифференцируема на ╪ȟ╫ . 

Кроме того, очевидно, что █╪ █╫  . Поэтому по теореме Ролля найдется 

такая точка ♪ᶰ ╪ȟ╫, что ╕ ♪  , т.е. 

█♪
█╫ █╪

▌╫ ▌╪
▌ ♪ Ȣ 

Теорема доказана. 

Теорема 5.12.5 (Теорема Лагранжа). ɽʩʣʠ ◐ █● ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʘ ʥʘ ╪ȟ╫, 

ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʥʘ ╪ȟ╫, ʪʦ ʥʘʡʜʝʪʩʷ ʪʘʢʦʝ ♪ᶰ ╪ȟ╫, ʯʪʦ 

█╫ █╪

╫ ╪
█♪Ȣ 

Доказательство. Теорема Лагранжа прямо следует из теоремы Коши при 

Ὣὼ ὼ.  
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Геометрически теорема Лагранжа означает, что на кривой ◐ █● между 

точками ═ и ║ найдется такая точка ╒, касательная в которой параллельна хорде 

═║ (рис.5.12.3).  

 

Рис. 5.12.3 

 

5.13. Раскрытие неопределенности. Правило Лопиталя 

Будем говорить, что  представляет собой неопределенность вида    

при ὼO число или один из символов бесконечности), если –  )    

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ ÌÉÍ

ᴼ
Ὣὼ π ЊȢ 

Раскрыть эту неопределенность – это значит найти ÌÉÍO  или доказать, 

что этот предел не существует. 

Так,  – неопределенность вида , она раскрыта при выводе 1-го 

замечательного предела. 

Теорема 5.13.1 (правило Лопиталя). ʇʫʩʪʴ ὪὼȟὫὼ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʳ ʥʘ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʡ ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʠ ʠ Ὣ  ,ʟʘ ʠʩʢʣʶʯʝʥʠʝʤ, ʙʳʪʴ ʤʦʞʝʪ , ὼ π ʚ ʵʪʦʡ 

ʦʢʨʝʩʪʥʦʩʪʠ. ʇʫʩʪʴ, ʜʘʣʝʝ, 

ÌÉÍ
ᴼ
Ὢὼ ÌÉÍ

ᴼ
Ὣὼ π ЊȢ 

ʊʦʛʜʘ, ʝʩʣʠ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ  

ÌÉÍ
ᴼ

Ὢ ὼ

Ὣ ὼ
ȟ  

ʪʦ ʩʫʱʝʩʪʚʫʝʪ ʠ ÌÉÍO , ʧʨʠʯʝʤ 

ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ

Ὣὼ
ÌÉÍ
ᴼ

Ὢ ὼ

Ὣ ὼ
Ȣ 



107 
 

Замечание 5.13.2. ʀʥʦʛʜʘ ʧʨʘʚʠʣʦ ʃʦʧʠʪʘʣʷ ʧʨʠʤʝʥʷʶʪ ʥʝʩʢʦʣʴʢʦ ʨʘʟ. 

Примеры. 

1. ÌÉÍO ÌÉÍO ρ.  

2. ÌÉÍO ÌÉÍO ÌÉÍO πȢ 

Неопределенность вида πẗЊ  (ὪὼẗὫὼ , Ὢὼᴼπ, ὫὼᴼЊ  при 

ὼO  ). Эта неопределенность сводится к неопределенности  или  

представлением произведения в виде дробей 

█ẗ▌
█

▌

▌

█

Ȣ 

Пример. 

ÌÉÍ
ᴼ

ὼÌÎὼ ÌÉÍ
ᴼ

ÌÎὼ

ρ
ὼ

ÌÉÍ
ᴼ

ρ
ὼ
ρ
ὼ

ÌÉÍ
ᴼ

ὼ πȢ 

Неопределенности вида ρ , π, Њ  сводятся к неопределенности πẗЊ  с 

помощью логарифмирования. 

Пример. 

ἴἱἵ
●O

●●Ȣ 

Обозначим ώ ὼ . Тогда ÌÎώ ὼÌÎὼ. Ввиду предыдущего примера 

ÌÉÍO ÌÎώ ÌÉÍO ὼÌÎὼ π . Поэтому в силу непрерывности 

логарнфмической функции 

ἴἶἴἱἵ
●O

◐ ἴἱἵ
●O

◐ Ȣ 

Неопределенность вида Њ Њ (Ὢὼ Ὣὼ,  Ὢ, Ὣᴼ Њ Њ  при 

ὼO сводится к неопределенности    алгебраическими преобразованиями ( 

Ὢ Ὣ
ρ

ρ
Ὢ

ρ

ρ
Ὣ

ρ
Ὣ
ρ
Ὢ

ρ
Ὢ
ẗ
ρ
Ὣ

Ȣ 
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5.14. Исследования функций с помощью производных. 

Условия возрастания и убывания функции 

Определение 5.14.1. ɻʦʚʦʨʷʪ, ʯʪʦ ʬʫʥʢʮʠʷ Ὢὼ ʥʝ ʫʙʳʚʘʝʪ (ʥʝ ʚʦʟ-

ʨʘʩʪʘʝʪ) ʥʘ ὥȟὦ , ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʪʦʯʝʢ ὼ ὼ  ʠʟ ὥȟὦ  ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʦ 

ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

Ὢὼ Ὢὼ Ὢὼ Ὢὼ Ȣ  

Определение 5.14.2. ɻʦʚʦʨʷʪ, ʯʪʦ ʬʫʥʢʮʠʷ Ὢὼ ʚʦʟʨʘʩʪʘʝʪ (ʫʙʚrʘʝʪ ) ʥʘ 

ὥȟὦ, ʝʩʣʠ ʜʣʷ ʣʶʙʳʭ ʪʦʯʝʢ ὼ ὼ ʠʟ ὥȟὦ ʩʧʨʘʚʝʜʣʠʚʦ ʥʝʨʘʚʝʥʩʪʚʦ 

Ὢὼ Ὢὼ Ὢὼ Ὢὼ Ȣ  

Теорема 5.14.3. ɼʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘʷ ʥʘ ὥȟὦ ʬʫʥʢʮʠʷ Ὢὼ ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ 

ʪʦʛʜʘ ʥʝ ʫʙʳʚʘʝʪ (ʥʝ ʚʦʟʨʘʩʪʘʝʪ) ʥʘ ὥȟὦ, ʢʦʛʜʘ Ὢ ὼ π π ʧʨʠ ʣʶʙʦʤ 

ὼɴ ὥȟὦ. 

Доказательство.  

1. Достаточность. Пусть Ὢ ὼ π π всюду на ὥȟὦ. Рассмотрим 

любые ὼ ὼ  из ὥȟὦ . В силу условия Ὢὼ  дифференцируема (и 

непрерывна) на ὼȟὼ . По теореме Лагранжа 

Ὢὼ Ὢὼ ὼ ὼ Ὢ ȟὼ  ὼȢ 

Так как ὼ ὼ π, Ὢ  π π, Ὢὼ Ὢὼ π π, а 

значит, Ὢὼ не убывает (не возрастает) на ὥȟὦ. 

2.  Необходимость. Пусть, например, Ὢὼ не убывает на ὥȟὦ,ὼɴ ὥȟὦ, 

ὼ ɝὼɴ ὥȟὦ. Тогда 

Ὢὼ ɝὼ Ὢὼ

ɝὼ
πȢ 

Переходя к пределу при ɝὼO π, получим Ὢ ὼ π. Теорема доказана. 

Теорема 5.14.4. ɼʣʷ ʚʦʟʨʘʩʪʘʥʠʷ (ʫʙʳʚʘʥʠʷ) Ὢὼ  ʥʘ ὥȟὦ 

ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʦ, ʯʪʦʙʳ Ὢ ὼ π π  ʧʨʠ ʣʶʙʦʤ ὼɴ ὥȟὦȢ 

Доказательство. Доказательство проводится по той же схеме, что и 

доказательство достаточности в теореме 5.14.3. 

Замечание 5.14.5. ʆʙʨʘʪʥʦʝ ʫʪʚʝʨʞʜʝʥʠʝ ʢ ʪʝʦʨʝʤʝ 5.14.4 ʥʝ ʠʤʝʝʪ 

ʤʝʩʪʘ, ʪ.ʝ. ʝʩʣʠ  Ὢὼ  ʚʦʟʨʘʩʪʘʝʪ (ʫʙrʚʘʝʪ) ʥʘ ὥȟὦ, ʪʦ ʥʝ ʚʩʝʛʜʘ Ὢ ὼ

π π ʧʨʠ ʣʶʙʦʤ ὼɴ ὥȟὦ. 



109 
 

Действительно, ώ ὼ возрастает на ЊȟЊ , но ώ π π. 

 

5.15. Локальный экстремум функции 

По теореме Ферма, если ώ Ὢὼ  имеет в точке ὼ  локальный 

экстремум и дифференцируема в точке ὼ, то Ὢ ὼ π. 

Определение 5.15.1. ʊʦʯʢʫ ὼ  ʥʘʟʦʚʝʤ ʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʦʡ ʜʣʷ ʬʫʥʢʮʠʠ, 

Ὢὼ, ʝʩʣʠὪὼ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ ʠ Ὢ ὼ π. 

Необходимое условие экстремума. Если функция ώ Ὢὼ имеет в точке 

ὼ  локальный экстремум, то либо ὼ  – стационарная точка, либо Ὢὼ  не 

является дифференцируемой в точке ὼ. 

Замечание 5.15.2. ʅʝʦʙʭʦʜʠʤʦʝ ʫʩʣʦʚʠʝ ʵʢʩʪʨʝʤʫʤʘ ʥʝ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʜʦʩʪʘ-

ʪʦʯʥʳʤ. 

 Например, ώ ὼ , ώ ÓÇÎ ὼ, ὼ π. 

Теорема 5.15.3 (первое достаточное условие экстремума). ʇʫʩʪʴ ὼ  ï  

ʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʘʷ ʪʦʯʢʘ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʜʠʬʬʝʨʝʥʮʠʨʫʝʤʘ ʥʘ 

ʥʝʢʦʪʦʨʦʤ ʠʥʪʝʨʚʘʣʝ ὥȟὦᶳὼ. ʊʦʛʜʘ : 

1. Ὢ ὼ π ʥʘ ὥȟὼ , Ὢ ὼ π ʥʘ ὼȟὦ Ὢʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ 

ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʘʢʩʠʤʫʤ. 

2. Ὢ ὼ π ʥʘ ὥȟὼ , Ὢ ὼ π ʥʘ ὼȟὦ Ὢ ʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ 

ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʠʥʠʤʫʤ. 

3. Ὢ ὼ  ʠʤʝʝʪ ʦʜʠʥʘʢʦʚʳʝ ʟʥʘʢʠ ʥʘ ὥȟὼ , ὼȟὦ Ὢ ʥʝ ʠʤʝʝʪ 

ʣʦʢʘʣʴʥʦʛʦ ʵʢʩʪʨʝʤʫʤʘ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ. 

    

ʃʦʢ. ʤʘʢʩʠʤʫʤ ʃʦʢ. ʤʠʥʠʤʫʤ ʕʢʩʪʨʝʤʫʤʘ ʥʝʪ ʕʢʩʪʨʝʤʫʤʘ ʥʝʪ 

Доказательство. Докажем утверждение 1. Пусть ὼɴ ὥȟὦ, ὼ ὼ. Надо 

показать, что Ὢὼ Ὢὼ . По теореме Лагранжа (применительно к отрезку 

ὼȟὼ  или ὼȟὼ) 
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Ὢὼ Ὢὼ ὼ ὼ Ὢ ȟ (1) 

где  лежит между ὼ и ὼ: 

а)  ● ● ● ● , █♪  █● █●

█● █●; 

б) ● ● ● ● , █♪ █● █●

█● █●. 

в) Утверждение 2 доказывается аналогично. 

Докажем 3. Так как Ὢ  имеет один и тот же знак при любом ὼɴ ὥȟὦ, 

ὼ ὼ  то Ὢὼ Ὢὼ  имеет разные знаки при ὼ ὼ  и при ὼ ὼ  в силу 

формулы (1). Это доказывает отсутствие экстремума в точке ὼ. Теорема доказана. 

Примеры. 

Найти точки локального экстремума функций:  

a) ώ , 

б) ώ ὼ σὼ τ. 

Теорема 5.15.4 (второе достаточное условие экстремума). ʇʫʩʪʴ ὼ ï 

ʩʪʘʮʠʦʥʘʨʥʘʷ ʪʦʯʢʘ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ, ʢʦʪʦʨʘʷ ʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ ʚʪʦʨʫʶ 

ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ. ʊʦʛʜʘ:  

1. Ὢ ὼ π Ὢ ʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʢʝ ὼ ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʠʥʠʤʫʤ. 

2. Ὢ ὼ π Ὢ ʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʢʝὼ ʣʦʢʘʣʴʥʳʡ ʤʘʢʩʠʤʫʤ. 

Эту теорему доказывать не будем. 

Пример. 

ώ ὼ σὼ τ. 

 

5.16. Отыскание наибольшего и наименьшего значения 

функции, непрерывной на отрезке  

Пусть ώ Ὢὼ непрерывна на ὥȟὦ и дифференцируема на ὥȟὦ. По 

свойству функций непрерывных на отрезке найдется такая точка ὼᶰὥȟὦ, 

что 
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Ὢὼ ÍÁØ
ᶰ ȟ

ὪὼȢ 

Тогда либо ὼ ὥ, либо ὼ ὦ, либо ὼᶰ ὥȟὦ. В последнем случае 

Ὢὼ  достигает в точке ὼ  локальный максимум. В силу теоремы Ферма 

ὼ  – стационарная точка. Предположим, что стационарных точек для 

функции Ὢ на ὥȟὦ имеется лишь конечное число ὼȟȣȟὼ. Тогда 

ÍÁØ
ᶰ ȟ

Ὢὼ ÍÁØὪὥȟὪὦȟὪὼ ȟȣȟὪὼ Ȣ 

Аналогично, 

ÍÉÎ
ᶰ ȟ

Ὢὼ ÍÉÎὪὥȟὪὦȟὪὼ ȟȣȟὪὼ Ȣ 

Пример. 

Найти наибольшее и наименьшее значений функции ώ ÓÉÎὼ ÃÏÓὼ 

на πȟ“.  

Имеем 

ώ ÃÏÓὼ ÓÉÎὼȟώ π ὼ
“

τ
Ƞ 

ώπ πȟώ“ ρȟώ Ѝς. Таким образом ώ Ѝς ȟώ ρ. 

5.17. Выпуклость кривой, точки перегиба  

Пусть ώ Ὢὼ  дифференцируема на ὥȟὦ . Тогда в любой точке 

ὼȟὪὼ  графика функции ώ Ὢὼ, ὼɴ ὥȟὦ существует касательная. 

Определение 5.17.1. ɻʦʚʦʨʷʪ, ʯʪʦ ʢʨʠʚʘʷ ώ Ὢὼ  ʠʤʝʝʪ ʥʘ ὥȟὦ 

ʚʳʧʫʢʣʦʩʪʴ ʥʘʧʨʘʚʣʝʥʥʫʶ ʚʥʠʟ (ʚʚʝʨʭ), ʝʩʣʠ ʦʥʘ ʣʝʞʠʪ ʚ ʧʨʝʜʝʣʘʭ ὥȟὦ 

ʚʳʰʝ (ʥʠʞʝ) ʣʶʙʦʡ ʩʚʦʝʡ ʢʘʩʘʪʝʣʴʥʦʡ. 

  

Выпуклость направлена вниз Выпуклость направлена вверх 
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Теорема 5.17.2. ʇʫʩʪʴ ώ Ὢὼ  ʠʤʝʝʪ ʥʘ ὥȟὦ  ʢʦʥʝʯʥʫʶ 2-ʶ 

ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ. ʊʦʛʜʘ: 

1. Ὢ πȟᶅὼɴ ὥȟὦ  ʛʨʘʬʠʢ Ὢὼ ʠʤʝʝʪ ʥʘ ὥȟὦ  ʚʳʧʫʢʣʦʩʪʴ, 

ʥʘʧʨʘʚʣʝʥʥʫʶ ʚʥʠʟ; 

2. Ὢ πȟᶅὼɴ ὥȟὦ   ʛʨʘʬʠʢ Ὢὼ ʠʤʝʝʪ ʥʘ ὥȟὦ ʚʳʧʫʢʣʦʩʪʴ, 

ʥʘʧʨʘʚʣʝʥʥʫʶ ʚʚʝʨʭ.  

Без доказательства. 

Пример. 

Исследовать направление выпуклости графика ώ ὼ σὼ τ.  

Так как 

ώ φὼ ρȟώ π ὼ ρȟώ π ὼ ρȟ  

выпуклость графика направлена вниз на ρȟЊ  и вверх на Њȟρ. 

Определение 5.17.3. ʊʦʯʢʘ ὧȟὪὧ  ʛʨʘʬʠʢʘ ʬʫʥʢʮʠʠ Ὢὼ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ 

ʪʦʯʢʦʡ ʧʝʨʝʛʠʙʘ, ʝʩʣʠ ʥʘ ὥȟὧ  ʠ ὧȟὦ  ʢʨʠʚʘʷ ώ Ὢὼ  ʠʤʝʝʪ ʨʘʟʥʳʝ 

ʚʳʧʫʢʣʦʩʪʠ, (рис. 5.17.2). 

 

Рис.5.17.1 

Теорема 5.17.4 (необходимое условие перегиба). ɽʩʣʠ ʢʨʠʚʘʷ ώ Ὢὼ 

ʠʤʝʝʪ ʧʝʨʝʛʠʙ ʚ ʪʦʯʢʝ ὧȟὪὧ  ʠ ʬʫʥʢʮʠʷ ώ Ὢὼ  ʠʤʝʝʪ ʚ ʪʦʯʢʝ ὧ 

ʥʝʧʨʝʨʳʚʥʫʶ ʚʪʦʨʫʶ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ, ʪʦ Ὢ ὧ π. 

Замечание 5.17.5. ʅʝʦʙʭʦʜʠʤʦʝ ʫʩʣʦʚʠʝ ʧʝʨʝʛʠʙʘ ʥʝ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʜʦʩʪʘʪʦʯʥʳʤ.  

Например, если рассмотреть функцию ώ ὼȟὧ π . 
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Теорема 5.17.6 (первое достаточное условие перегиба). ʇʫʩʪʴ ώ Ὢὼ 

ʠʤʝʝʪ ʚʪʦʨʫʶ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ ʥʘ ὥȟὦᶳὧ, Ὢ ὧ π. ɽʩʣʠ Ὢ ὼ ʠʤʝʝʪ ʥʘ ὥȟὧ, 

ὧȟὦ ʨʘʟʥʳʝ ʟʥʘʢʠ, ʪʦ ὧȟὪὧ  ï ʪʦʯʢʘ ʧʝʨʝʛʠʙʘ ʛʨʘʬʠʢʘ ὪὼȢ  

Теорема 5.17.7 (второе достаточное условие перегиба). ɽʩʣʠ ώ Ὢὼ ʠʤʝʝʪ 

ʚ ʪʦʯʢʝ ʩ ʢʦʥʝʯʥʫʶ ʪʨʝʪʴʶ ʧʨʦʠʟʚʦʜʥʫʶ,  Ὢ ὧ π, Ὢ ὧ π ὧȟὪὧ  ï 

ʪʦʯʢʘ ʧʝʨʝʛʠʙʘ ʛʨʘʬʠʢʘ Ὢὼ. 

Эти теоремы доказывать не будем. 

Пример. 

Найти точки перегиба функций:  

а) ώ ὼ σὼ τ,  

б) ώ . 

 

5.18. Асимптоты графика функции  

Определение 5.18.1. ʇʨʷʤʘʷ ὼ ὥ ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʚʝʨʪʠʢʘʣʴʥʦʡ ʘʩʠʤʧʪʦʪʦʡ   

ʛʨʘʬʠʢʘ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ, ʝʩʣʠ ʭʦʪʷ ʙʳ ʦʜʥʦ ʠʟ ʧʨʝʜʝʣʴʥʳʭ ʟʥʘʯʝʥʠʡ 

ÌÉÍO Ὢὼ ʠʣʠ ÌÉÍO Ὢὼ ʨʘʚʥʦ Њ ʠʣʠ Њ. 

Примеры. 

1. ώ ȟÌÉÍO ЊȟÌÉÍO Њȟὼ ὥ – 

вертикальная асимптота (рис. 5.18.1).  

 

Рис. 5.18.1 

2. ώ ÌÎὼȟ прямая ὼ π – вертикальная асимптота, так как 

ÌÉÍO ÌÎὼ Њ (рис. 5.18.2). 
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Рис.5.18.2 

Определение 5.18.2. ʇʨʷʤʘʷ ώ Ὧὼὦ  ʥʘʟʳʚʘʝʪʩʷ ʥʘʢʣʦʥʥʦʡ 

ʘʩʠʤʧʪʦʪʦʡ ʛʨʘʬʠʢʘ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ ʧʨʠ ὼO Њ Њ, ʝʩʣʠ 

Ὢὼ Ὧὼὦ ὼȟ (1) 

ʛʜʝ ÌÉÍO
ᴼ

ὼ πȢ  

 

Рис.5.18.3 

Теорема 5.18.3. ʇʨʷʤʘʷ ώ Ὧὼὦ ʷʚʣʷʝʪʩʷ ʥʘʢʣʦʥʥʦʡ ʘʩʠʤʧʪʦʪʦʡ 

ʛʨʘʬʠʢʘ ʬʫʥʢʮʠʠ ώ Ὢὼ ʧʨʠ ὼO Њ Њ  ʪʦʛʜʘ ʠ ʪʦʣʴʢʦ ʪʦʛʜʘ, ʢʦʛʜʘ 

Ὧ ÌÉÍ
ᴼ
ᴼ

Ὢὼ

ὼ
ȟὦ ÌÉÍ

ᴼ
ᴼ

Ὢὼ ὯὼȢ 

Доказательство. Предположим, что кривая ώ Ὢὼ  имеет наклонную 

асимптоту ώ Ὧὼὦ при ὼO Њ, т.е. имеет место равенство (1). 

Тогда 

Ὧ
Ὢὼ

ὼ

ὦ

ὼ

ὼ

ὼ
Ȣ 

Переходя к пределу при ὼO Њ, получаем 



115 
 

Ὧ ÌÉÍ
ᴼ

Ὢὼ

ὼ
Ȣ 

Далее из равенства (1) ὦ Ὢὼ Ὧὼὼ. Переходя к пределу ὼO Њ, 

получаем 

ὦ ὰὭά
ᴼ

Ὢὼ ὯὼȢ 

Докажем обратное утверждение. Пусть пределы, указанные в теореме, 

существуют и конечны. Следовательно, 

Ὢὼ Ὧὼ ὦ ὼȟ 

где ὼᴼπ при ὼO Њ ὼO Њ . Отсюда и получаем представление (1). 

Теорема доказана. 

Примеры. 

Найти наклонные асимптоты функций: 

а) ώ ÌÎὼ. Так как ώ ÌÎὼ определена при ὼ π, ищем наклонную 

асимптоту при ὼO Њ. 

Ὧ ÌÉÍ
ᴼ

ÌÎὼ

ὼ
ÌÉÍ
ᴼ

ρ
ὼ
ρ
πȟ 

ὦ ÌÉÍ
ᴼ

ÌÎὼ πẗὼ ÌÉÍ
ᴼ
ÌÎὼ ЊȢ 

Поэтому  ώ ÌÎὼ не имеет наклонных асимптот (ὦ не является числом); 

б) ώ ὼ ς ÁÒÃÔÇ ὼ. Заметим, что 

ÌÉÍ
ᴼ
ÁÒÃÔÇ ὼ

“

ς
ȟ ÌÉÍ

ᴼ
ÁÒÃÔÇ ὼ

“

ς
Ȣ 

Следовательно, при ὼO Њ уравнение асимптоты ώ ὼ “, а при ὼO Њ 

уравнение асимптоты ώ ὼ “ (рис. 5.18.4); 
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Рис. 5.18.4 

в) ώ Ȣ 

▓ ἴἱἵ
●O

●

● ●
ȟ 

╫ ἴἱἵ
●O

●

●
● ἴἱἵ

●O

●

●  
Ȣ 

ώ ὼ – наклонная асимптота и при ὼO Њ и при ὼO Њ. 

 

5.19. Общая схема исследования графика функции  

Эскиз графика функции можно построить, если знать его характерные 

особенности. Для этого надо провести следующие исследования: 

1. Найти область определения функции. 

2. Выяснить, является ли функция четной, нечетной, периодической. 

3. Найти точки пересечения графика функции с осями координат. 

4. Найти точки разрыва, определить характер разрыва. 

5. Выяснить вопрос о существовании асимптот. 

6. Найти интервалы возрастания и убывания функции, точки экстремума.  

7. Найти области сохранения выпуклости, точки перегиба. 

Пример. 

Построить график функции ◐
●

●
. Будем следовать изложенной, выше 

схеме: 
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1 .  ● .  

2. Функция не является четной, нечетной, периодической. 

3.  ◐  ● , график проходит через начало координат. 

4. ὼ ρ – точка разрыва 2-го рода. 

ÌÉÍ
ᴼ

ὼ

ὼ ρ
Њȟ ÌÉÍ

ᴼ

ὼ

ὼ ρ
ЊȢ 

5. В силу 4 прямая ὼ ρ является вертикальной асимптотой. Выясним, 

существуют ли наклонные асимптоты: 

Ὧ ÌÉÍ
ᴼ

ὼ

ὼ ρὼ
πȟὦ ÌÉÍ

ᴼ

ὼ

ὼ ρ
ρȢ 

Итак, прямая ώ ρ является наклонной (горизонтальной) асимптотой. 

6. Так как 

ώ
ὼ ρ ὼ

ὼ ρ

ρ

ὼ ρ
πȟ 

то функция убывает на Њȟρ, ρȟЊ . 

7. Найдем 2-ю производную 

ώ
ς

ὼ ρ
Ȣ 

ώ π ὼ ρ. Следовательно, при ὼ ρ график имеет выпуклость, 

направленную вниз. 

ώ π ὼ ρ. Следовательно, при ὼ ρ график имеет выпуклость, 

направленную вверх (рис.5.19.1). 

 

Рис. 5.19.1 
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